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PREFACIO

El libro se ha escrito con la finalidad de contribuir en el apoyo a profesores,
estudiantes y todos los interesados en general en la enseflanza y el aprendizaje de
las estructuras isostaticas, las cuales en conjunto representan un apartado
trascendental en la disciplina denominada andlisis estructural. Esta UGltima
constituye uno de los pilares mas importantes de la carrera de Ingenieria Civil y de
otras como Ingenieria Mecénica, Ingenieria Aerondutica y Arquitectura.

Una estructura es el conjunto de elementos resistentes, convenientemente
vinculados entre si, que accionan y reaccionan bajo los efectos de las cargas; su
finalidad es resistir y transmitir cargas a otros elementos y a los apoyos, y de ese
modo garantizar su correcto funcionamiento. Los requisitos o exigencias basicas
gue una estructura debe cumplir son: equilibrio y estabilidad.

Se entiende por analisis de una estructura al proceso sistematico que concluye con
el conocimiento de las caracteristicas de su comportamiento bajo un cierto estado
de cargas; se incluye, habitualmente, bajo la denominacién genérica de estudio del
comportamiento tanto el estudio del andlisis de los estados tensional y
deformacional alcanzados por los elementos y componentes fisicos de la estructura
como la obtencién de conclusiones sobre la influencia reciproca con el medio
ambiente o sobre sus condiciones de seguridad. Es entonces el objetivo del analisis
de una estructura, la prediccion de su comportamiento bajo las diferentes acciones
para las que se postule o establezca que debe tener capacidad de respuesta.

Las estructuras se clasifican, de acuerdo a los métodos de anlisis, en isostaticas o
estaticamente determinadas, en hiperestaticas o estaticamente indeterminadas, y
en hipostéticas. Las primeras son aquellas que se pueden analizar empleando
solamente las ecuaciones de equilibrio de la estatica y en las que la supresion de
cualquiera de sus ligaduras conduce al colapso, o0 sea, se pueden determinar las
fuerzas cortantes y normales, y los momentos flexionantes y torsionantes, con base
en condiciones de equilibrio Unicamente. De una forma un poco mas técnica
podemos decir que una estructura isostéatica posee igual nimero de ecuaciones que
de incognitas, por lo cual, se puede resolver mediante un simple sistema de
ecuaciones lineales. Las segundas son aquellas que desde el punto de vista estatico
se encuentran en equilibrio, sin embargo, las ecuaciones que expone la estética no
son suficientes para conocer las incognitas que poseen, asi que, para analizarlas
es necesario plantear, ademas de las ecuaciones de equilibrio, ecuaciones de
compatibilidad de deformaciones entre los miembros de la estructura o entre los
miembros y apoyos. Por ultimo, las estructuras hipdstaticas tienen un grado de
indeterminacion estatica menor a cero. En este caso, el nimero de ecuaciones de
equilibrio es excesivo ya que supera al niumero de incégnitas, entonces, son
inestables y no oponen resistencia a estimulos de movimientos externos.
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PREFACIO

El énfasis de este libro es resolver, de manera minuciosa y clara, una gran variedad
de ejercicios sobre estructuras isostaticas. Especificamente, en este texto se
analizan cuatro tipos de estructuras: vigas, marcos rigidos, armaduras y arcos. Las
cargas que se tratan son lo mas variadas posibles, desde las mas comunes como
puntuales, uniformes distribuidas, triangulares, trapezoidales y momentos de par,
hasta las mas atipicas como las distribuidas irregularmente, parabdlicas,
trigonométricas, enjutas elipticas, polindmicas, radicales, exponenciales, entre
otras.

El solucionar un gran numero de problemas, tiene como objetivo desarrollar en el
lector tal habilidad, pues ello conllevara a que comprenda de una mejor forma cémo
se transmiten las cargas a través de una estructura y a que tenga una idea mas
acertada de la manera en que se deforma la estructura. Asi mismo, al dominar los
principios que se aplican aqui, sera mas susceptible a entender métodos mas
avanzados del analisis estructural, los cuales brindan un medio para comprobar los
resultados obtenidos en los programas de computo disponibles hoy en dia, en vez
de limitarse simplemente a confiar en los resultados generados.

A continuacion se proporciona el enfoque seguido en este libro. La obra se divide
en cuatro capitulos; en cada uno de ellos se resuelven ejercicios de un solo tipo de
estructura. En el capitulo 1 se analizan vigas. Para los primeros ejemplos se
calculan el grado de indeterminacioén, las reacciones en los soportes y empleando
el método de las secciones, las funciones de las fuerzas cortante y normal, y de
momento flexionante. Para las vigas subsecuentes, se explica el trazo de los
diagramas de las acciones internas, ademas de que se incluyen los métodos mas
usuales de deflexion, tales como el trabajo virtual, la integracién doble y en el Gltimo
tema, el de Castigliano. En el capitulo 2 se estudian los mismos temas a excepcion
del método de integracién doble, pero aplicado a marcos. El capitulo 3 se enfoca a
la resolucion de armaduras; nuevamente, los principios usados son los mismos, sélo
gue aqui deben calcularse las fuerzas en las barras y no las funciones de las
acciones internas; para esto ultimo, se usa el método de los nodos. Finalmente, en
el capitulo 4 se explican detalladamente las formas de calcular las reacciones en
los soportes y de determinar las funciones de las acciones internas en arcos tanto
parabdlicos como circulares.
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CAPITULO 1
ANALISIS DE VIGAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS

1.1 REACCIONES EN LOS SOPORTES Y FUNCIONES DE FUERZA
CORTANTE, DE FUERZA NORMAL Y DE MOMENTO

Ejercicio 1.1 Determine las reacciones en los apoyos de la estructura mostrada
en la figura 1-la producidas por las cargas indicadas. Use el método de las
secciones para deducir las expresiones algebraicas que describen la variacién de
los elementos mecanicos.

0.5k/ft

10°

Plano de deslizamiento del soporte

24’

(a)
Figura 1-1

SOLUCION
Verificacion del grado de indeterminacion

Se identifican las fuerzas reactivas en los apoyos (soportes); el soporte 1 es un
rodillo, por lo que la reaccion R, es perpendicular al plano de deslizamiento del
apoyo, mientras que el soporte 2 es articulado y en él se generan dos reacciones,
una horizontal (R,x) y una vertical (R,y). Como hay tres incégnitas de reaccion,
r = 3, tres ecuaciones de equilibrio 3 FX = 0,> FY =0, > M = 0), n = 3, y ninguna
ecuaciéon de condicion (no existe articulacion (rétula) ni conexién cortante
intermedia), ¢ =0, se concluye que la viga es isostatica o estaticamente
determinada debido a que se cumple que r = n + ¢, puesto que 3 =3 + 0.
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CAPITULO 1  ANALISIS DE VIGAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS

Sir > (n + ¢), entonces la viga es estaticamente indeterminada, o bien, en caso de
que r < (n + ¢), se infiere que la viga es inestable.

Calculo de las reacciones en los apoyos

Diagrama de cargas. Este diagrama se muestra en la figura 1-1b. El sentido de
cada reaccion ha sido supuesto arbitrariamente debido a que las fuerzas reactivas
no son conocidas. Para la carga distribuida se tienen que determinar: a) la carga
concentrada equivalente, es decir, la magnitud de la fuerza resultante de la carga,
que es igual al &rea bajo la curva de carga (en este caso, por ser carga uniforme es
el area del rectangulo) y b) el centroide de dicha &rea a través del cual pasa la linea
de accion de la resultante,0 sea, se halla el punto de aplicacién de la resultante
(para una carga rectangular, el centroide se localiza a la mitad de la longitud de la
base).

A 0.5k/ft

\/

RlX = 03846R1

10" (4,

24’

R X
— 9 @ 2
RlY O 23R1 '%

(b)

Por otra parte, se han establecido en sus cuadrantes positivos a los ejes
coordenados X y Y mas convenientes para aplicar las ecuaciones de equilibrio en
la estructura; esto Ultimo hace que sea necesario descomponer a R, en sus
componentes rectangulares horizontal y vertical, las cuales han sido etiquetadas
como R,y Y R,y respectivamente.



CAPITULO 1  ANALISIS DE VIGAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS

La fuerza resultante de la carga uniforme distribuida y su punto de aplicacién son
A= (0.5k/ft)(24ft) = 12k X = %(24') =12’

De acuerdo a las figuras 1-1c y 1-1d, las componentes rectangulares de la reaccion
R; en el plano X —Y son

Plano de deslizamiento del soporte

5
0 = tan~1— = 22.6198°
a1

RlX - R1 Slne - Rl " Sln22.61980 = 0-384‘6R1

Ry = Ry cosf8 = R; - c0s22.6198° = 0.923R;

Ecuaciones de equilibrio. Se aplican al diagrama de cargas para calcular las
reacciones en los apoyos; la convencién de signos que se adopta es arbitraria. En
caso de que la solucion de las ecuaciones de equilibrio proporcione una magnitud
negativa para una fuerza reactiva, su sentido propuesto debe ser invertido.

.............

Tomando momentos alrededor del punto 2 considerando los ejes | que
pasan por tal punto, se puede despejar directamente el valor de R;.

E M2 =0 = Ryx(10) + R,y (24) —12(12) =0

144
(03846R,)(10) + (0923R,)(24) — 144 = 0= R, = —— = 5.5385
- R, = 55385k }

Los valores de las componentes rectangulares de R, = 5.5385k son
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R,y = 0.3846R, = 0.3846(5.5385k ) = 2.13k

R,y = 0.923R, = 0.923(5.5385k) = 5.112k

Finalmente, las reacciones R,y y R,y Se obtienen al plantear las dos ecuaciones
de equilibrio restantes, es decir, las de fuerzas.

+_>ZFX:O$R1X_R2X=0$2'13_R2X=0$R2X=2'13
o RZX = 2.13k<+—
+TZFYzO:R1y_UR+R2Y:O:>5112_12+R2y:O:>R2y:6888

Ry = 6.888kT

Funciones de fuerza cortante, de fuerza normal y de momento

0.5k/ft
\/
RlX = 213k
@ A=12k
X
10° S
o 12
'y 127
/ _
Qo Ry = 5.112k R,y = 2.13k

Rzy = 6.888k
(e)

En la figura 1-1e se visualizan los valores de las reacciones en los soportes con sus
correspondientes sentidos adecuados. A continuacion se aplica el método de las
secciones (cortes). La distribucidén de la carga actuante no presenta discontinuidad,
asi que sdlo sera necesario efectuar un corte perpendicular al eje longitudinal de la
viga para definir los elementos mecanicos, también llamados acciones internas, que
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corresponden a la fuerza axial o normal N, la cual actia en la misma direccion que
la del eje longitudinal de la viga, la fuerza cortante V que es perpendicular a N y el
momento flexionante M; se considera como origen del sistema coordenado al punto
1, asi que la coordenada x es positiva hacia la derecha y hacia abajo, y es valida
para la region 1—2 (0 <x < 26", debido a que la longitud de la viga es

L= \/(24’)2 + (107)% = 26°.Se secciona la viga en un punto arbitrario (intermedio en
el segmento 1 — 2) a una distancia x del punto 1.

En la figura 1-1f se proporciona un diagrama de cuerpo libre del segmento de viga
con longitud x. El area A bajo el rectangulo y su centroide x. deben determinarse.
Las acciones internas aparecen actuando en sus direcciones positivas de acuerdo
a la convencién de signos mas usual y sus funciones se deducen aplicando las
ecuaciones de equilibrio cuya convencion de signos si puede ser indistinta en el
diagrama mencionado.

0<x<26"
0.5k /ft
vV Vv WV Vv W VW W
Ry=213%k Ac=0d6iwi, (& b
Crx
~. o
Il
N o
I ¢
a2 12 =
Ly ! g
&' ) g
Y/ =R1Y = 5.112](
Q‘: \ﬁ
)

|  b=04615x |

L

(f)
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La carga concentrada equivalente de la carga distribuida uniforme del corte y su
punto de aplicacidén son, respectivamente

1 X
A = (0.5)(0.923x) = 0.4615x X = E(x) = 5

Con base en la figura 1-1g se determinan las componentes rectangulares de la
fuerza resultante A cuyas lineas de accion coinciden con las de N y V, es decir, las
componentes que actian en forma paralela y perpendicular al eje longitudinal de la
viga.

40*
/ 40»
Agy = Ag cos 6 = 0.4615x(0.923) = 0.426x
(9)

Las distancias auxiliares a, b, c y d se deducen a partir del triangulo rectangulo que

se observa en la figura 1-1h.

¢ =xsinf = 0.3846x

(h) ¢ a=xcosf =0.923x
6
a a c
b== d=-=
2 2

Sitomamos momentos alrededor del punto del corte, puede obtenerse directamente
el momento M en funcion de x.
B Mcorte =0

e Opcion 1

Usando los momentos de las fuerzas con respecto a los ejes gue pasan
por el punto del corte se tiene E
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Riy(a) + Rix(c) —Ac(b)—M =0
5.112(0.923x) + 2.13(0.3846x) — (0.4615x)(0.4615x) — M =0
M = —0.213x% 4+ 5.538x

e Opcion 2
e,

Considerando los momentos de las fuerzas con respecto a los ejes /e que
pasan por el punto del corte obtenemos !

X X
R,(x) — Agy (E) — M =0 = 5.5385(x) — (0.426x) (E) ~M=0
M = —0.213x% + 5.5385x

De la suma de fuerzas en la direccion perpendicular al eje longitudinal de la viga
igual a cero, se puede obtener una solucion directa para la fuerza cortante V.

f+ZFY=o:>R1—ACy—V=0:>5.5385—0.426x—V=0

V =5.5385 — 0.426x

También, V es resultado de

dM d
= —=—(-0.213x2 + 5.5385x) = 5.5385 — 0.426x
dx dx

Lo anterior se debe a que la pendiente del diagrama de momento (dM/dx) es igual
a la intensidad de la fuerza cortante V en ese punto. Por otra parte, se establece
gue la pendiente del diagrama de fuerza cortante, en un punto (dV/dx) esigual a
la intensidad de la carga distribuida w(x) en ese punto.

dv

d
w=——=——(55385 - 0.426x) = —0.426

Al plantear la ecuacion que establece que la suma de fuerzas en la direccién del eje
longitudinal de la viga es equivalente a cero, es posible despejar el valor de la fuerza
normal N.

\+ZFX=0=>ACX+N=0=>0.1775x+N=0=>N=—0.1775x
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Ejercicio 1.2 Determine las funciones de las acciones internas de la viga en
voladizo que se muestra en la figura 1-2a cuyos tramos A—B, C—D y D—E
soportan una carga uniformemente repartida gravitacional de 4T /m, una carga cuya
intensidad varia en forma exponencial desde e'T/m en el punto C hasta e*'2>T /m
en el punto D y una carga distribuida uniforme de 5T /m ortogonal al eje de la viga,
de forma respectiva.

funcién exponencial

I9m

(a)
Figura 1-2

SOLUCION
Calculo de las reacciones en los apoyos

Diagrama de cargas. En primera instancia, construiremos una funcion de tipo
exponencial que ajuste a los dos puntos conocidos de la carga cuya intensidad varia
de ese modo. Para ello, es indispensable determinar el valor de la longitud de la
viga (L) y las distancias a y b a las cuales se encuentran posicionadas las
intensidades de presion w; y w, respecto de A.

Por trigonometria, figura 1-2b, se tiene

L= \/(12m)2 + (9m)? = 15m
L a B (7m)(15m) B L b b= (9.5m)(15m)

5 — =

2m _7m 12m ' 12m _ 95m Tom - 11875m
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Luego, proponemos una funcion para la presion descrita por la curva en forma de
funcidén exponencial del siguiente modo:

y=AeP* —— - (1)

(b)

De la figura 1-2b, tomando como origen al punto A, obsérvese que
enx =a=8.75m,y =elT/m = 2.71828T /m
enx =b =11.875m,e*'?°T/m = 61.86781T /m
Sustituyendo tales puntos conocidos en la ecuacion (1) se tiene
2.71828 = Ae®7%8 — — — (2)
61.86781 = Ael18758 — — — (3)

Las incognitas A y B pueden ser halladas resolviendo el sistema simultaneo de
ecuaciones (2) y (3) usando cualquier método que sea valido; en este caso, se
aplicara el método de igualacion.

Despejando A de las ecuaciones (2) y (3) respectivamente, tenemos

2.71828
=—sms ———

9
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61.86781
~ Tgi1s875B (5)

Al igualar la ecuacién (4) con la ecuacioén (5) y despejar B resulta

271828 6186781 ., rcp o755 _ 6186781
88'753 811.875B 2.71828
61.86781 In 61.86781
n(e™™) = In>- 78 3.125 (6)
Sustituyendo la ecuacion (6) en la ecuacion (5) da
61.86781 -
= i = 0.0004307 — — - (7)

Si se combinan las ecuaciones (6) y (7) con la ecuacion (1), obtenemos
y = 0.0004307¢e*

El esquema de la figura 1-2c es util para calcular algunas distancias que seran
necesarias al efectuar el analisis restante de la viga.

12m

(€)

10
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Por triangulos semejantes, se deduce que

9—d1:>d —9(5)—375 9—d2:>d —9(2)—15

125 @ Ty Tm 12 2 2Ty T m
9 d, 9(2.5) 9 d, 9(2.5)
=7 = ds = ——==1875m == 7E=di=——"=1875m

Aplicando el teorema de Pitadgoras se obtiene
ds =52+ 3.752 = 6.25m  dg =+/2%2+ 1.52 = 2.5m
d, =+/2.52 +1.8752 = 3.125m dg = d, = 3.125m

Usando la definicion de las funciones trigonométricas resulta

9 9 12
= -1 — o i = — = = — =
6 = tan 12 36.87 sin 6 s 0.6 cos 6 1c 0.8

Se calculan las fuerzas resultantes A; de las cargas distribuidas y sus puntos de
aplicacion x;.

- Carga distribuida uniforme gravitacional.

1
Ay = (4T/m)(6.25m) = 25T &y = 5(6:25m) = 3.125m

- Carga cuya intensidad varia en forma exponencial.

La ecuacion para determinar el area bajo la curva es

Ly
A, =fdA=f ydx
Ly

donde

L, =limite inferior.

L, =limite superior.

y =ecuacion de la curva.

En consecuencia,

11.875
A, = J 0.0004307e*dx
8.75

Al resolver la integral de forma indefinida da
f0.0004307 e*dx = 0.0004307[ e*dx = 0.0004307¢*

Por lo tanto,

11.875
A, = J 0.0004307e*dx = 0.0004307[e11875 — ¢875] = 59.1437T
8.75

La expresion matematica que permite calcular el centroide del area es
L
_ [xda  J xydx
xz = =
fda [ yax

11
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Por consiguiente,

fgl_;'5875(x)(0.0004307ex)dx
[125750,0004307 % dx

Se procede a resolver la integral del numerador en forma indefinida.
f(x)(0.0004307e")dx = 0.0004307fxe"dx

Sea u=x dv=e*dx
Entonces du=dx [dv=v=[e¥dx=c¢e*

Al integrar por partes tendremos [ udv = uv — [ vdu
fxexdx = xe* — f e*dx =xe* —e*=e*(x—1)

Por lo tanto,

11.875
j (x) (0.0004307e*)dx = 0.0004307{[e'1875(11.875 — 1)]—[e®75(8.75 — 1)]} = 651.681
8

.75

Obsérvese que el denominador ya fue resuelto. Finalmente,

_ 651.681
*2 = 591437

- Carga distribuida uniforme ortogonal al eje de la viga.

= 11.0186m

1
Ay = (5T/m)(3.125m) = 15.625T &3 = (3.125m) = 1.5625m

Se determinan las componentes rectangulares de las fuerzas resultantes A, y As
para el plano X — Y, figuras 1-2d y 1-2e.

- Para A4, =59.1437T

Ayx . Ay .
sinf = i = A,y = A,sin@ = 59.1437T(0.6) = 35.4862T
1574 2
e\\o\ g A A
AN ¥ cos@ = % = A,y = A, cos @ = 59.1437T(0.8) = 47.3150T
N 2
N

12
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- Para A; = 15.625T

A
< '3X"| sin@ = Ai: = Asx = Agsin6 = 15.625T(0.6) = 9.375T
AN
N |
\ 6 Az A
N
N cos@ = Ai: = Asy = As cos 0 = 15.625T(0.8) = 12.5T
>N

12m

(f)

El soporte en A es un empotre y tiene por lo tanto tres incognitas de reaccion, una
horizontal (R,x), una vertical (R,y) y una de momento (M,), las cuales deben ser

13
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debidamente identificadas y cuyos correspondientes sentidos tienen que
proponerse arbitrariamente debido a que se desconocen; de cualquier modo, si la
magnitud de alguna de ellas resultara negativa al resolver las ecuaciones de
equilibrio, esto indicara que el sentido de la fuerza 0 momento es opuesto al que se
Supuso.

Todo lo expuesto anteriormente puede ser resumido en el diagrama de cargas de
la viga, figura 1-2f.

A continuacién se calculan las distancias a, b, c,d, e, f y g que seran Utiles para la
aplicacion de las ecuaciones de equilibrio, a partir de aplicar la definicion de las
funciones trigonométricas en los triangulos rectangulos de la izquierda, figura 1-2g.

b = x;sinf = (3.125m)(0.6) = 1.875m

a = Xx;cosf = (3.125m)(0.8) = 2.5m

d = %, sin 6 = (11.0186m)(0.6) = 6.6112m

x‘bbw
/09 p c =X,cosf = (11.0186m)(0.8) = 8.8149m
%
7]
(5
g =AD + X3 = 11.875m + 1.5625m
5 = 13.4375m
S f
9 ) f =gsin@ = (13.4375m)(0.6) = 8.0625m
(e) e = gcos® = (13.4375m)(0.8) = 10.75m
g

Ecuaciones de equilibrio. Se aplican al diagrama de cargas para calcular las
incognitas My, R,y Y Rgx utilizando una convencion de signos arbitraria.

Tomando momentos alrededor del punto 4 considerando los ejes ---i--- que pasan
por tal punto, se obtiene directamente el valor de M,. :

D MA=0= My + 4,(0) + Asx(@d) + Apy () + Ay (f) + Azy () = 0

14
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—M, + 25(2.5) + 35.4862(6.6112) + 47.315(8.8149) + 9.375(8.0625)
+12.5(10.75) = 0 = M, = 924.144T.m>

De la suma de fuerzas en cualquier direccién igual a cero, se plantean las dos
siguientes ecuaciones de equilibrio para determinar R,y Y R4y, respectivamente.

IR z FX =05 —Ryy + Ayy + Agy = 0 = —Ryy + 35.4862 + 9.375 = 0
o Ry = 44.8612T4+—
1 +ZFY= 0= Ry — A — Ay — Agy = 0 = Ryy — 25 — 47.3150 — 12.5 = 0
“ Ry = 84.8157]

Funciones de fuerza cortante, de fuerza normal y de momento

15
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Los resultados obtenidos se muestran en la figura 1-2h.

Las variaciones de la fuerza cortante V;, la fuerza normal N; y el momento M; en
funcién de la posicion x de un punto arbitrario a lo largo de la viga pueden obtenerse
mediante el método de las secciones (efectuando cortes).

La funcion de la fuerza cortante sera discontinua en los puntos donde el tipo o la
magnitud de la carga distribuida cambia, o bien donde se apliquen fuerzas
concentradas. La funcién del momento flector, serd discontinua, ademas de lo
anterior, en los puntos donde se apliquen momentos de par. En ambos casos, la
carga distribuida y la fuerza concentrada, o una de sus componentes, actlan
perpendicularmente al eje de la viga. Por su parte, la funciéon de la fuerza normal
sera discontinua en los puntos donde se aplique una carga puntual o donde el tipo
o la magnitud de la carga distribuida cambia, pero ahora todas estas cargas, 0 una
de sus componentes, acttan en la direccion del eje de la viga.

La distribucion de la carga actuante sobre la viga presenta discontinuidades en los
puntos B, C y D; por lo tanto, para obtener expresiones algebraicas que definan la
variacion de las acciones internas (0 elementos mecanicos) es necesario cortar a
la estructura perpendicularmente a su eje a través de secciones arbitrarias en los
tramos A—B,B—C,C—DYyE —D.

Se ha definido una sola coordenada x para toda la viga, por lo que es valida para
todalaregion A — D (0 < x < 15m), su origen ha sido asociado en 4, y es positiva
hacia la derecha y hacia arriba, sobre el eje de la estructura.

Como podra observarse mas adelante en cada diagrama de cuerpo libre surgido al
realizar algun corte, el equilibrio se efectuara utilizando los ejes que coinciden con
las lineas de accion de las fuerzas cortante y normal. Por tal motivo, la carga
concentrada equivalente A; y las reacciones R,y Y R,y SONn descompuestas en sus
componentes rectangulares para los ejes que coinciden con las lineas de accién de
la fuerza cortante y de la fuerza normal, figuras 1-2i, 1-2j y 1-2k.

- Para A, = 25T
pat . Aix :

sinf = o = A;x = Ay sinf = 25T(0.6) = 15T

1

A1 = 25T AIY
cosf = ym = A,y = A;cos @ = 25T(0.8) = 20T

a 1

st AN

(i)

16
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»
?»b**, 7N\ %ﬂs
A/ > V]
Rax = 44.8612T

= 84.815T
v

Ray

()

o
\

\
”
Ps*

Se

7
y

(k)
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- Para R,y = 44.8612T

R
cos O = 22X = R,yy = Ryx cOs O = 44.8612T(0.8) = 35.8890T
AX
. RAXY .
sinf = = Ryxy = Rux sinf = 44.8612T(0.6) = 26.9167T
AX
- Para R,y = 84.815T
. Rayx _ . _
sinf = R = Ryuyx = Ry sinf = 84.815T(0.6) = 50.889T
AY
RAYY
cosf = = R,uyy = Ryy cos6 = 84.815T(0.8) = 67.852T
AY

Tome en cuenta ademas, que las lineas de accién de las fuerzas resultantes A4, y
A5 al ser perpendiculares al eje de la viga coinciden con la linea de accion de la
fuerza cortante, asi que sus componentes rectangulares para los ejes X —Y se
vuelven innecesarias a partir de ahora en el andlisis restante de este ejercicio y por
ello han sido omitidas en el diagrama de cargas, aunque bien pudieron haberse
dejado.

Para una mayor facilidad en los calculos, se determinan las componentes
rectangulares Fy y Fy de la resultante, cuyas lineas de accién coinciden con las de
la fuerza cortante V; y la fuerza normal N,, respectivamente, del sistema de fuerzas
concurrentes R,y Y Ryx, @l sumar las componentes rectangulares de dichas fuerzas
concurrentes vectorialmente, es decir,

Fy = Rayx — Raxy = 50.889T — 35.889T = 15T .""

| 4

Fy = Raxy + Rayy = 26.9167T67.852T = 94.7687T -

A continuacion se aplica el método de las secciones.

Corte en el tramo (1) (A — B). Se secciona la viga en un punto arbitrario (intermedio
en el segmento A — B) a una distancia x del punto A. En la figura 1-2| se proporciona
un diagrama de cuerpo libre del segmento de viga con longitud x.

17
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0<x<6.25m

La fuerza resultante de la carga uniforme distribuida gravitacional del corte es

Aic = (4T/m)(x) = 4x
y su punto de aplicacion es
B 1 X
=5 (x) = 5

()

Con base en lafigura 1-2m, las componentes rectangulares de la carga concentrada
equivalente A, cuyas lineas de accién coinciden con las de N; y V; son

e
: Aicx :

sinf = —= = A;cx = Aicsinf = 4x(0.6) = 2.4x

AlC = 4x 1c

g\ @ Ascy
Sl cos@ = ——= Aoy = Ajccos O = 4x(0.8) = 3.2x

1c

(m)

El equilibrio estético del cuerpo libre implica que

3 Mcorte =0

18
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X
—924.144 + 94.7687(x) — 3.2x (E) — M; =0=> M, =94.7687x — 1.6x* — 924.144

enx =0,M; = —924.144T.m;en x = 6.25m, M; = —394.3396T.m

aM; d(94.7687x — 1.6x2? — 924.144)

= dx dx

=94.7687 — 3.2x

/+ZFX=0:>15—2.4x+N1=0=>N1=2.4x—15

Corte en el tramo (2)(B — C). En la figura 1-2n se muestra un diagrama de cuerpo
libre de la seccién cortada. Al aplicar las ecuaciones de equilibrio, se tiene

6.25m < x <8.75m

(n)

az Mcorte =0

—924.144 + 94.7687(x) — 20(x — 3.125) — M, = 0 > M, = 74.7687x — 861.644
enx = 6.25m,M, = —394.3396T.m;en x = 8.75m,M, = —207.4179T.m

aM, d(74.7687x — 861.644)

= 747687
dx dx

V2=

/+ZFX=O:>15—15+N2:0:>N2=0

19
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Corte en el tramo (3)(C — D). En la figura 1-2fi se representa el diagrama de cuerpo
libre correspondiente al segmento inferior de la viga que se produce al cortarla en
algun sitio intermedio del tramo C — D.

8.75m < x < 11.875m

La carga concentrada equivalente de la presion del corte cuya intensidad es descrita
por la funcion exponencial es

X
Ay = f 0.0004307e*dx = 0.0004307(e* — e®7%) = 0.0004307e* — 2.71801
8.75

y su linea de accién esta localizada a una distancia de
[ (x)(0.0004307e*)dx

_ Y8.75

X =
T [ 0.0004307e¥dx

20
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Resolviendo el numerador se tiene

X

(x)(0.0004307e*)dx = 0.0004307{[e*(x — 1)] — [¢®75(8.75 — 1)]}

8.75
= 0.0004307xe* — 0.0004307¢* — 21.0646
El denominador ya fue resuelto. Por lo tanto,

0.0004307xe* — 0.0004307¢* — 21.0646
0.0004307e* — 2.71801

El equilibrio estatico del cuerpo libre requiere que

BZ Mcorte =0

—924.144 + 94.7687(x) — 20(x — 3.125) — (0.0004307e* — 2.71801)
0.0004307xe* — 0.0004307¢e* — 21.0646
(x - ) - M3 =0

X =

0.0004307e* — 2.71801

M; = —0.0004307e* + 77.4867x — 882.7086
enx = 8.75m,M; = —207.418T.m;en x = 11.875m,M, = —24.4157T.m
dM;  d(—0.0004307e* + 77.4867x — 882.7086)

dx dx
/+ZFX=0:>N3=O

V, = = —0.0004307¢* + 77.4867

Corte en el tramo @ (D — E). Se secciona la estructura en un punto arbitrario
(intermedio en el segmento D — E) a una distancia x de A4; en la figura 1-20 se ofrece
el diagrama de cuerpo libre que representa la porcién de la estructura ubicada por
debajo del corte.

La fuerza resultante de la carga uniforme distribuida ortogonal al eje de la viga del
corte es

Asc = (x —11.875)(5) = 5x — 59.375
y su punto de aplicacién es
1 1
')EIII = E(x - 11875) = Ex - 59375
Las acciones internas entre los puntos D y E se definen como

11.875m < x < 15m

EZ Mcorte =0
21
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—924.144 + 94.7687(x) — 20(x — 3.125) — 59.1437(x — 11.0186)
1
—(5x — 59.375) (Ex - 5.9375) —M,=0

M, = —2.5x% + 75x — 562.50299
enx =11.875m,M, = —24.416T.m;enx = 15m,M, =0

dM, _ d(—2.5x% + 75x — 562.50299)
dx dx

/+ZFX=0:>N4=0

V4= =_5x+75

(0)

22
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Ejercicio 1.3 Calcule las fuerzas reactivas en los soportes y determine las
funciones del momento flector y de las fuerzas cortante y normal de la viga isostatica
mostrada en la figura 1-3a. Obsérvese que en los extremos izquierdo y derecho
estan aplicadas cargas puntuales de 7T con una pendiente de 3:4 y de 5T con una
pendiente de 1:1 respectivamente; sobre la regibn B — D se extiende una carga
cuya intensidad varia linealmente desde 0 en el punto B hasta 3T /m en el punto D
y sobre laregién D — F la estructura soporta una carga distribuida irregularmente en
la que se conocen seis puntos de intensidad de carga cuyos valores son indicados.

3T/m Carga distribuida

3T/m irregularmente
2> 2T /m 2T/m
4 1T/
3
A

1im 2m 1m 1m im 1m 1m 1m 2m

(@)
Figura 1-3

SOLUCION
Célculo de las reacciones en los apoyos

Diagrama de cargas. En primer lugar, construiremos una funcion polinomial que
ajuste a los puntos conocidos de la carga distribuida irregularmente; como se tienen
seis datos, se propone una funcion polindmica de grado cinco (Ndaws -1) de la
siguiente forma:

y=ax®’+bx*+cx3 +dx?+ex+f———()
Tomando como origen al punto A se sabe que
enx =4m,y=0;enx =5m,y = 2T/m;enx = 6m,y = 3T/m
enx =7m,y=1T/m;enx =8m,y = 2T/m;enx = 9m,y =0

Si sustituimos los valores anteriores en la ecuacion (I), se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones:

0=a(4)’>+b(@)*+c(4)*+d(4)?*+e(d)+f

0 =1024a + 256b + 64c+16d +4e+ f ——— (1)
2=a(5)°>+b(B)*+c(5)2+d(5)%+e(5)+f
2 =3125a + 625b + 125¢ + 25d + 5e + f — — — (2)
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3 =a(6)>+ b(6)*+c(6)® +d(6)*> +e(6)+f

3 =7776a + 1296b + 216¢ + 36d + 6e + f — — — (3)
1=a(D+b(ND*+c(72+d(N?+e(D)+f
1=16807a + 2401b +343c+49d +7e+ f — — — (4)
2=a(8)°+h(8)*+c(8)3+d(8)%>+e(8) +f
2 =32768a + 4096b + 512c + 64d + 8e + f — — — (5)
0=a(9)°+hb(9)*+c(9)3+d(9)?*+e(9)+f
0 = 59049a + 6561b + 729c + 81d + 9e + f — — — (6)

Expresando el sistema simultdneo de ecuaciones en forma matricial tenemos

1024 256 64 16 4
/3125 625 125 25 5 \/b\ /\
7776 1296 216 36 6 1|-c 13-——
16807 2401 343 49 7
k32768 4096 512 64 8 1 Ke kZ/
59049 6561 729 81 9 1 f 0
Resolviendo el sistema (7) resulta

1024 256 64 16 "t 0 —0.166667
/\ /3125 625 125 25 1\ /2\| / 5.33333 \
7776 1296 216 36 | . {

131 _| —66.8333
16807 2401 343 49 1 | 1 | N 409.167 |
e/ 32768 4096 512 64 1/ 2/ —1221.5 /
f 59049 6561 729 81 9 1 0 1422
Si se reemplazan los resultados obtenidos en la ecuacion (1), entonces la funciéon
polinomial que describe la intensidad de la carga distribuida irregularmente es

1 s 16 401
y=—gx +?X4—TX +409167X —1221.5x + 1422

Se calculan las cargas concentradas equivalentes A; de las presiones, asi como
su punto de aplicacion x;.

(ool e RN I
[N

- Carga cuya intensidad varia en forma lineal.

_ BT/m)(3m)
v 2
- Carga distribuida irregularmente.
Para esta carga se conocian seis puntos de intensidad inicialmente; realmente no
se sabia el comportamiento exacto de la curva que describe la carga distribuida
hasta que se calculo la ecuacion y se graficd. Fue asi como se pudo observar que

2
= 45T X, = §(3m) =2m
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una pequefia porcion de la carga distribuida, especificamente la que se extiende de
4m a 4.45m, actla hacia arriba; I6gicamente en x = 4.45m,y = 0.
La fuerza resultante para esta porcion de carga distribuida es

Ly
AzzfdAzf ydx
Ly

4.45 1 : 16 . 401
Azz.f — 22+ at — == +409.167x% — 1221.5x + 1422 | dx
4
A, = [ 1 . N 16 . 401 , N 136389 , 2443 \ 1422 ]4.45
S T T A T .

1 16 401
A, = ——(4.45° — 4.00°) + — (4.45° — 4.00°) — — (4.45% — 4.00*

2 36( 5 00)+15( 5 00°) 24( 5 00%)
136389
1000

2443
(4453—-4003)—-jZ—(4A52—-4002)+]A22(¢45—-&00)z-—&lZT

El signo negativo indica que la resultante A, actla hacia arriba. Su punto de
aplicacion es
L
_ [zda [ xydx
xz p—vl p—vl
fda [ yax

3* 6

Jf45( é S_F%f 4__i%1x34-409167x2-12215x-+1422)dx

Resolviendo el numerador se tiene

ANE ) (- g+ 22xt - 10043 1 409.167x2 — 1221.5x + 1422) dx

445 1. 16 , 401
f (x)(—gx +?x —Tx + 409.167x?% — 1221. 5x+1422)dx
4

445 1 6 16 c 401
=f (—gx +?x —Tx +409.167x3 — 1221.5x2 +1422x)dx
4

_[ 1, 8 o 401 . 409167 , 2443 , 2]4.45
= 42x 9x 30x 2000 x g X x

4
1 8 401

= ——(4.45" — 4.007) + = (4.45% — 4.00%) — —— (4.45° — 4.00°
42( 5 00)+9( 5 00°) 30( 5 00°)

N 409167
4000

4 4_2443 3 _ 3 2 _ 2Y ~ _
(4.45% = 4.00%) — ——— (4.45° — 4.00) + 711(4.45” — 4.00%) ~ —0.49

El denominador ya fue resuelto. Por lo tanto,

049
2= 2012
25

~ 4.083m
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Ahora se analiza la parte de la carga distribuida que actia hacia abajo, es decir, la
gue se extiende de 4.45m a 9m. La fuerza resultante es

A3—fdA f ydx

° /1 _ 16 . 40
A, =f <——x5+—x4——x +409.167x% — 1221. 5x+1422>
445\ O 3 6
_[ L o 16, 401 , 136389 , 2443 , ]9
= 36x 5% "224% TT1000 ¥ T2 * s

16 401
= L (95 — 4.455) + =2 (95 — 4.455) — 2L (g4 _ 4 45
2¢ ( )+15( )= ( )
136389
1000

2443
(93 — 4.453) — - (92 — 4.45%) + 1422(9 — 4.45) = 8.87T

y su punto de aplicacién es
L
_ [zda [ xydx
x p—vl p—vl
N7

L 16 4401
i _Q45()( + ot — x4 409.167x2 — 1221.5x + 1422) dx
3T 0 1 16 401
L (3 5*‘3 xt — Zg= 3 + 409.167x2 — 1221.5x + 1422) dx

Resolviendo el numerador se tiene

o 1. 16 , 401
J" (x)(—n—x +x* — ——x3 + 409.167x> ——12215x—k1422)dx
4.45 6 3 6

° /1, 16 . 401
=_f (—n—x x5 — 4 4 409.167x3 — 1221.5x2 4—1422x>d
4.45

6¥ T3 6
_[ 1, 8 o 401 . 409167 , 2443 . ]9
= 2 9 30 2000 X T8 X ol e
1 8 401 409167
= — 15 (97 = 4457) +5(9° — 445%) — = (9° — 445%) + 9% — 4.45*
42( ) +=( ) 30 ( ) 2000 ( )

2443
——— (93 — 4.453) + 711(9?% — 4.45%) = 59.3

El denominador ya fue resuelto. Por lo tanto,

_ 593
X =gg7 ~ 6.685m

Luego, se resuelven las fuerzas puntuales F; = 7T y F, = 5T en sus componentes
rectangulares X — Y, figuras 1-3b, 1-3c y 1-3d, 1-3e, respectivamente.
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- ParaF, =7T
hlz\/32+4‘2 =5
4 ? sin61=§;c0561=§
b1 F 3
1X
3 cos B, = - = Fix = 7T(cos6,) =7T (E) =42T g,
(b) F 4
Sinf; = — = F,y = 7T(sin6,) = 7T (—) =5.6T
7T 5
- ParaF, =5T

v h, =12 +12 =42

1

0 sinf, = cos 0, = —

2 2 2 \/E

1
(d)

. FZY . 1
Sin6, = - = Fyy = 5T(sin6,) = 5T <ﬁ) — 3.53553T

Foy 1
cos B, = 3 = F,x = 5T(cosB,) = 5T <ﬁ> = 3.53553T

El soporte C es un rodillo, por lo que se genera una fuerza reactiva vertical Ry,
mientras que el soporte F es un pasador y tiene dos incognitas de reaccion, una
horizontal (Rpx) y una vertical (Rgy). En consecuencia, el diagrama de cargas de la

viga, figura 1-3f, es

Carga distribuida
irregularmente

Fyy = 3.53553T

&

N . .-,

{; I . -

Fypy = 3.53553T

2m

~

(f)
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Ecuaciones de equilibrio. Se aplican al diagrama de cargas para calcular las
incognitas Rqy Y Rey Y Rgx usando una convencidn de signos arbitraria.

+- ZFX ES 0 = 4‘.2 - REX - 3.53553 == 0 =" RFX == 0.664‘4‘7’1—"—

az MC = 0 = —5.6(3) — 0.12(1.083) + 8.87(3.685) — Rpy(6) + 3.53553(8) = 0 =
S RFY = 7.34‘TT
+1 Z FY = 0= —56— 4.5+ Rgy + 0.12 — 8.87 + 7.34 — 3.53553 = 0 = Rpy = 15.0456TT

La fuerza reactiva vertical del soporte en C también se puede obtener tomando
momentos alrededor de F.

B ME = 0 = 3.53553(2) — 8.87(2.315) — 4.5(6) + 0.12(4.917) + Rcy(6) — 5.6(9) = 0

“ Rey = 15.0455TT

Funciones de fuerza cortante, de fuerza normal y de momento

En la figura 1-3g se muestran los resultados obtenidos.

Fiy = 5.6T A, =ggyr  Cawadistibuida  p,, = 3535537

3T/m irregularmente

Fpi = 3.53553T

§ % =2m | 3.685m E 2.315m
| Rey = 15.0456T I | | Rpy = 7.34T
5 %, = 4.083m !
o~
; %3 = 6.714m
(@)

La distribucién de la carga que actta sobre la viga presenta discontinuidades en los
puntos B, C,D, E y F; asi que, para obtener expresiones algebraicas que definan la
variacion de los elementos mecanicos es necesario cortar a la estructura
perpendicularmente a su eje a través de secciones arbitrarias en los tramos
A-B,B-C,C—-D,D—-EE—-FYyF—QG.
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Se ha definido una sola coordenada x para toda la viga, por lo que es valida para
todalaregion A — G (0 < x < 11m), su origen ha sido asociado en A, y es positiva
hacia la derecha.

Corte en el tramo (1) (4 — B). Se secciona la viga en un punto arbitrario (intermedio
en el segmento (A — B) a una distancia x del punto A. En la figura 1-3h se
proporciona un diagrama de cuerpo libre del segmento de viga con longitud x. Al
aplicar las ecuaciones de equilibrio, se tiene

0<x<1m
E Mcorte = 0= —5.6(x) — M, =0=> M, = —5.6x

+TZFY=0=>—5.6—V1=o=>v1=—5.6

o también
v, = T Tx =-5.6

+—>ZFX=0=>4.2+N1=0=>N1=—4.2

Corte en el tramo (2)(B — (). En la figura 1-3i se muestra un diagrama de cuerpo
libre de la seccion cortada. A la derecha, figura 1-3j, se proporciona un esquema
para determinar el valor en funcién de x de la intensidad W;.

Im<x<3m

3T/m
w,
B corte D
< x—1m >
3m
x 4 3T /m W,
VZ = = [/l/1 =X — 1
(i) 3m x—1m
()

La fuerza resultante de la carga triangular cortada es

Ce-DE-1)  (x—-1)°
- 2 2

29



CAPITULO 1  ANALISIS DE VIGAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS

y su punto de aplicacion es
1
e = iy —1
Xy 3 (x )
Por lo tanto,

(

x—1)?11
E Mcortez0z—5.6x—T[§(x—1)]—M2 =0

M, = —5.6x —%(x —1)3 = —5.6x— % [()3 = 3(02(1) + 3(1)2(x) — (1)3]

1 1 1 1
:—5.6x—g[x3—3x2+3x—1] = —gx3 +§x2—6.1x+g

(x — 1)*

+TZFY=O:,~—5.6— .

_V2=O

x)? =200 (D) + (1)? 1 1 1
VZ:—5.6—() (;() O =—5.6—Ex2+x—5=—5x2+x—6.1
o también
dM, d(—%x3+%x2—6.1x+%) 1
V2: = :——X2+x—6.1
dx dx 2

+—>ZFX=0=>N2=—4.2

Corte en el tramo (3)(C — D). Se representa el diagrama de cuerpo libre
correspondiente al segmento izquierdo de la estructura que se produce al cortarla
en algun sitio intermedio del tramo C — D, figura 1-3k. El equilibrio estatico del
cuerpo libre implica que

Im<x<4m
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(x—1)?%11
a Mcorte = 0 = —5.6x + 15.0456(x — 3) — — [§ (x — 1)] —M;=0

M; = —5.6x + 15.0514x — 45.1542 ! 3+1 2 x+1
3= .6x . X . 6x 2x >Te
1 1
M; = —gx?’ + Ex2 + 8.9456x — 44.9701
(x —1)? 1,
+TZFY=0=>—5.6—T+ 15,0456 — V3 = 0 = V3 = =2 + x + 89456
o también
1 3 1 2
M, d(—Zx®+5x% +89456x — 449701) 1
V3= = =——x2+x+89456
dx dx 2

+—>ZFX:0:>N3:—4.2

Corte en el tramo @ (D — E). Se secciona la estructura en un punto arbitrario
(intermedio en el segmento (D — E) a una distancia x de A; a continuacion se ofrece

el diagrama de cuerpo libre que representa la porcion de la estructura ubicada a la
izquierda del corte, figura 1-3lI.

Iim < x < 4.45m

M,
B C DU: > N,

3m

Rey = 15.0514T|% A
x |

X1

()

'
'

! _
:ex — X

La carga concentrada equivalente de la carga distribuida irregularmente cortada es
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* 1 5 16 4 4 3 2
A,,=f (—gx 500t === 4 409167 —1221.5x+1422)dx
4

_ 1o 16 401, 136389 . 2443 ,
=736 T15% T 24" TT1000 * 4 x '

y su linea de accién esta localizada a una distancia de

JF @) (—%x5 + 13—6x4 - 4—21x3 +409.167x2 — 1221.5x + 1422) dx
[X(— g5 + 2xt — 2253 + 409.16722 — 1221.5% + 1422) dx

X =

Resolviendo el numerador tenemos

x S 16, 401 )
f ) (—Ex gt = =20 + 409167 —1221.5x+1422)dx
4

x, 1 16 . 4
f (—gx6 00 = S x4 409.1675 — 1221597 + 1422x) dx
4

_ 1 5, B o 401 o 409167 , 2443 . ., oo
= X 2000 X 6 X X .

El denominador ya fue resuelto. Por lo tanto,

1 7 8 . 401 > 409167 , 2443 3 5
_ — 35X +§x —30 ¥ + 2000 ¥ ~ @ ¥ + 711x* — 1067.35
1 16 . 401 , 136389 , 2443 *
EX ~ 5z X + 1000 X ~— 7 X + 1422x — 1346.05

—36x°t

Las acciones internas entre los puntos D y E quedan definidas como

EZ Mcorte =0

—5.6x — 4.5(x — 3) + 15.0456(x — 3) + A;,(x — X)) — M, = 0

oo L g B 401 . 136389 , 2443 . . .o
4+~ 7252% Ta5* T120° TTa000 * T 12 * x U
+1035.7132
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1 16 . 401 136389 2443 2
Vy=——x0+—x"——x*+ x3 — x +1422x — 1346.1044
36 15 24 1000 4
o0 también
_dM,
T dx
d( 2%2 x + 485x - ‘1}(2)(1) 54 128339 x* — 2‘1“2}3 3 4+ 711x2% — 1341.1044x + 1035. 7132)
N dx
v, = ! + 16 5 2014 + 136389 5 2443 2 + 1422x — 1346.1044
+ T 736 T8 T2 TT1000 ¥ T2 x

+—>ZFX:0:>N4:—4.2

Corte en el tramo @ (E — F). Se secciona la estructura en un punto arbitrario
(intermedio en el segmento (E — F) a una distancia x de A; en la figura 1-3m se
representa el diagrama de cuerpo libre del segmento izquierdo de la viga. En
consecuencia,

445m < x <9m

A, =4.5T T A
| 3T/m 37/m ”I Carga distribuida
] 2T /m irregularmente
1T/m
B D
A, =0.12T
. X—3m
X, = 4.083m I . .
X — Xy

X111

(m)

La carga concentrada equivalente de la carga distribuida irregularmente cortada es

x 1 16 . 401
A,,,:f (——x5+—x4——x +409.167x — 1221. 5x+1422)dx

4.45 6 3 6
_ 1 g, 16 401 , 136389 2443 , o
T 736" T15Y T24 % TT1000 *  * x
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y su linea de accion esta localizada a una distancia de

_ Iiw(x)c—%X54-%?x4—-é%1x34—40&167x2—-122L5x—+1422)dx
=" "1 .. 16_, 401 , 5
[F i (Fgx® +Fat = 5= a3 4+ 409.167x2 — 1221.5x + 1422) dx

Resolviendo el numerador tenemos

x 1, 16, 401 , ,
f ) (——x 2yt~ T3 1 409.167x —1221.5x+1422)dx
4.45

6X T3 6

o1, 16 . 401, ; ,
j (—Ex #3000 === x4 4091672 — 1221.5x 4—1422x)dx
4

1 8 401 . 409167 2443
x* — x3 + 711x? — 1066.85875

7 4 46
22 19 730 * 2000 6

El denominador ya fue resuelto. Por lo tanto,

1 , 8 o 401 5 409167 , 2443 ; 2
% = X +9x 30 X + 2000 ¥ 5 X + 711x 1066.85875
1 5,16 o 401 , 136389 , 2443 , _
36 % +—15x >4 X + 1000 ¥ 7 X + 1422x — 1345.935

Las acciones internas entre los puntos D y E quedan definidas como

E Mcorte =0

—5.6x — 4.5(x — 3) + 15.0456(x — 3) + 0.12(x — 4.083) — A, (x — %) — M, = 0

v Lg_ B o 401 . 136389 , 2443
57 252% Ta5* T120° T 2000 * T 12

—1098.9855

x3 —711x% + 1351.0006x

+T§FY=Oﬁ—&6—45+ﬁ0%6+&H—AQ—W=O

1, 16 _ 401 , 136389 , 2443 2
Vg =—x"——x"+ Xt — x” + x — 1422x+ 1351.0006
36 15 24 1000
o0 también
dMs
Ve =—2
5 dx

1 7 8 ° 401 °> 136389 4, 2443 , 2
d<mx — 5% +120x —~Z000 ¥ +Tx —711x= + 1351.0006x — 1098.9855

- dx
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1 6 16 . 401 4 136389 3 2443 2
Ve=—x"——x>+ x* - x>+ x —1422x+ 1351.0006

36 15 24 1000

+—>ZFX:0:>N5:—4.2

Corte en el tramo ® (F — G). Se secciona la estructura en un punto arbitrario
(intermedio en el segmento E — F) a una distancia x de A; en la figura 1-3n se

representa el diagrama de cuerpo libre del segmento izquierdo de la viga. Por
consiguiente,

IM<x<1lm

Carga distribuida
irregularmente

M

Ng

IRCy = 15.0456T | Rey = 7.34T
' i x—3m

X, = 6.685m | x — 6.685m

:
z X

B Mcorte =0

—5.6x — 4.5(x — 3) + 15.0456(x — 3) + 0.12(x — 4.083) — 8.87(x — 6.685) + 7.34(x — 9)
- M6 = O

Mg = 3.5356x — 38.89074

+7 2 FY =0= —5.6 —4.5+ 15.0456 + 0.12 —8.87 + 7.34 -V, = 0 = V; = 3.5356

o0 también

dM, _ d(3.5356x — 38.89074)

V. =
6 dx dx

= 3.5356

+- z FX =0= 42— 0.66447 + Ny = 0 = N, = —3.53553

35



CAPITULO 1  ANALISIS DE VIGAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS

Ejercicio 1.4 Determine las reacciones en los soportes y las ecuaciones de las
acciones internas de la viga que se muestra en la figura 1-4a, la cual esta sometida
a cargas distribuidas de variacion lineal y tiene una roétula (articulacion) en B.

4T /m

2T /m

l :T/m
b

NN
o~

w(
o

3m 2m 3m

(@)
Figura 1-4

SOLUCION

Verificacion del grado de indeterminacion

Para esta viga se tienen cinco reacciones de apoyo, de las cuales tres (R,x, Ray, M)
corresponden al empotramiento en A y las otras dos (Rpy, Rpy) al apoyo articulado
D, y existen tres ecuaciones de equilibrio Q3 FX =0,2FY =0, > M =0). Sin
embargo, como la carga axial es insignificante, de ), FX = 0 se establece que tanto
R,x como Rpy son nulas. Siendo asi, se puede decir que hay r = 3 incognitas de
reaccion, n = 2 ecuaciones de equilibrio y ademas una ecuacion de condicion, es
decir, ¢ = 1, debido a que el momento flexionante en la articulacion B vale cero.
Entonces, al cumplirse n+c=r, ya que 2+ 1 =3, se infiere que la viga es
estaticamente determinada.

Célculo de las reacciones en los apoyos

Diagrama de cargas. La figura 1-4b indica el diagrama de cargas para esta viga. Se
traza una linea imaginaria que pase por la articulacion B, de tal forma que la viga
guede dividida en dos partes. Luego, en ambos segmentos deben determinarse las
fuerzas resultantes de las cargas distribuidas y el punto donde se aplican. Para una
mayor facilidad en los calculos, conviene subdividir las cargas trapezoidales
distribuidas extendidas en A — By D — B, en cargas mas simples como lo son las
triangulares y las rectangulares. Observe que es forzoso conocer el valor del punto
de intensidad de carga w;; para ello, se hace uso de la trigopnometria, tal y como se
observa en la figura 1-4c.
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(b)
4T /m
Wi
2T /m } h 2T /m
2T /m w; = h+2T/m
O
A 5 C
3m
S5m
(€)

De la ultima figura, por triangulos semejantes, se tiene

2T/ h 6
_— :—T
5m 3m:>h 5 /m

En consecuencia,
6 16
wy = ZT/m + gT/m = ?T/m

Se calculan las areas bajo los rectangulos y los triangulos, segun sea el caso, y el
centroide de cada area.

A, = (3m)(2T/m) = 6T X, = %(3m) = 1.5m
Gm) (BT fm—2T/m) o e
A, = 5 =§T x2=§(3m)=1m
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16 32 1
A; = (2m) (?T/m) ==T %3 =2 (2m) = 1m
2 _(Zm)(4T/m—%T/m)_4 _ 2 5 4
4 = 2 —gT x4—§(m)—§m
As = 3m)(2T/m) = 6T Xs =%(3m) = 1.5m
T/ _oT
= Gm /’2” 27 /m) _ gy f6=%(3m)=1m

Como es dificil establecer por inspeccion el sentido adecuado de cada reaccion,
todos se suponen de forma arbitraria. Finalmente, el diagrama de cargas, figura
1-4d, es

Segmento izquierdo Segmento derecho

\_
%, = 1.5m| x, = (4/3)m

R,y 3m 2m
X, =1lmix; =1m
<—>><——>

(d)

Ecuaciones de equilibrio. Recuerde que si al aplicar las ecuaciones de la estatica,
la magnitud de una fuerza o momento desconocido resulta negativo(a), tal sentido
supuesto debe invertirse.

En primer lugar se calcula el valor de R,y con base en la ecuacion de condicion.
Para ello, se establece que la suma de momentos respecto de la rétula B para el
segmento derecho es igual a cero; de ese modo, la Unica incognita es la reaccion
Rpy. Aunque la suma de momentos alrededor de B para la porcion izquierda también
debe ser nula, por ahora no es conveniente usar tal planteamiento, ya que de
hacerlo apareceran dos incognitas de reaccion, M, y R,y. Aqui, hemos considerado

38



CAPITULO 1  ANALISIS DE VIGAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS

gue los momentos horarios sean positivos, pero igual se pudo haber considerado
una convencion en la que los momentos antihorarios fueran los positivos. Entonces,

E MB der = 0 = (%) 1) + (g) (g) +(3)2+1)+(6)(2+15) = Rpy(5) = 0

S RDY ES 7.4933TT

Una vez que se ha calculado Ry, podemos aplicar en toda la viga la ecuacion que
enuncia que la suma de fuerzas verticales es nula, y asi determinar directamente
R,y. En consecuencia,

+TZFY =0= —RAY+6+§+%+§+ 34+6—74933 =0~ Ry = 16.5067TT
La reaccidn desconocida faltante M, se puede obtener si para toda la viga
igualamos a cero la suma de momentos respecto de A o D, puntos que
corresponden a la ubicaciébn del empotramiento y del apoyo articulado
respectivamente; sin embargo, una forma mas sencilla de conocer el valor de M,
radica en tomar momentos alrededor de B para el segmento izquierdo empleando
el resultado de R,y previamente obtenido. Por consiguiente,

9
E MBizq = 0 = —M, + (16.5067)(3) — 6(1.5) — (g) (1) = 0 >« M, = 38.7201T. m C

Por otra parte, existe una forma alterna para calcular todas reacciones en los
soportes, consistente en un proceso que engloba el calculo de las reacciones en la
articulacion. Se opta por explicar tal proceso mas adelante, cuando se resuelve un
marco triarticulado.

Funciones de fuerza cortante, de fuerza normal y de momento

Se muestran los resultados en la figura 1-4e.

Ryx = 06‘ < Ve
M, = 38.7201T.m’

3m 2m

%2 =1m E3 =1m §6 =1m RDY = 7.4933T

(e)
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Es evidente que al no haber cargas horizontales en la estructura, la fuerza normal
N; (axial) sera igual a cero a lo largo de toda la viga.

Es importante recalcar que las ecuaciones de las acciones internas no presentan
discontinuidad alguna en el punto donde se localiza una articulacion. En cambio, las
funciones de la fuerza cortante V; y del momento flector M; son discontinuas en el
punto C; la razon es obvia, pues ahi la carga distribuida con variacion lineal sufre un
cambio de pendiente. Por lo tanto, pueden distinguirse dos regiones distintas en la
viga, una que va desde A hasta C y otra que va de D a C. Esto conlleva a que dos
cortes perpendiculares al eje de la viga sean necesarios de efectuar, uno en cada
tramo citado, dado que las funciones de las acciones internas no son iguales entre
los segmentosA—C yD —C.

Una sola coordenada x capaz de cubrir toda la longitud de la viga puede ser
establecida; su origen bien puede asociarse en A o D. Sin embargo, los célculos se
simplificardn bastante si se elige una coordenada x diferente para cada region.
Entonces, se emplean las coordenadas x; y x,, cuyos origenes se definenen Ay
D, y que abarcan las regiones A—B y D — B, de forma respectiva. El origen de
ambas coordenadas bien puede ser establecido en el punto C, pero esto elevaria el
grado de dificultad de las deducciones. A continuacién se aplica el método de
secciones

Corte en la region A — C. Se secciona la viga en un punto arbitrario (intermedio en
el segmento A — C) a una distancia x; del punto 4, sin importar que esta sea mayor
o menor a la distancia que hay entre A y la articulacién B. En la figura 1-4f se
proporciona un diagrama de cuerpo libre del segmento de viga con longitud x;.

RAX = 0
A
M, = 38.7201T.m>
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El valor de la intensidad de carga w, en funcion de x; se determina de forma analoga
a como se hizo con w;.

2T/
5m

2
(x) |=2+=-x

La carga trapezoidal seccionada se sustituye por una distribucion rectangular y una
triangular. En el diagrama se indican la fuerza resultante de cada carga distribuida
y el brazo de palanca que les corresponde. El equilibrio estatico del cuerpo libre es

X1 1 .\
)Y Mcorte = 0 = —38.7201 + 16.5067(x,) — 2x; (?) - (g (3) —M,=0

1

M, = —38.7201 + 16.5067x; — x{% — 1—5x13

1
1
Vl - 165067 - le - gxlz

+—>ZFX:O:>N1:0

Corte en la region D — C. A continuacion, en la figura 1-4g se muestra un diagrama
de cuerpo libre de la porcién derecha de la viga que surge al seccionarla en un sitio
intermedio al tramo D — C. Para definir el momento y el cortante en esta region se
sigue el procedimiento acostumbrado.

Rpy = 7.4933T
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El valor de la intensidad de carga w; en funcion de x, se obtiene de

2T/ m 2
3m (xz) =2+35x;

W3=2T/m+ 3

Por lo tanto,

X 1 X
E Mcorte = 0 = —7.4933(x,) + 2x, (72) + (gxzz) (?2) +M,=0

1
M, = 7.4933x, — x,% — 5x23
2 : 1 1
+T FY =0>= 7.4933 — sz —§x22 + V2 =0= V2 = —7.4933 + 2x2 + §x22

+—>ZFX=0=>N2=O
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Ejercicio 1.5 Determine las reacciones en los soportes y las funciones de los
elementos mecénicos de la viga gerber que se muestra en la figura 1-5a, en la que
se tienen articulaciones en By D.

5 kN/m

= ()
i
S
>
g

i i LS
Ty o o o ey Pl Fa
(a)
Figura 1-5
SOLUCION

Verificacion del grado de indeterminacion

Si en el apoyo articulado A se generan dos fuerzas reactivas (una horizontal y una
vertical) y en cada uno de los rodillos C, E y F ocurre una reaccion vertical, entonces
se tienen cinco incégnitas de reaccion. Las ecuaciones de la estéatica en el plano
son tres. El problema se reduce de entrada si consideramos que la reaccién
horizontal es nula, lo cual es evidente, ya que la suma de fuerzas horizontales es
igual a cero y la viga no esta sometida a alguna carga en tal direccion. De ese modo,
ahora sélo hay r = 4 incognitas de reaccion (R,y, RcyRgy, Rry), n = 2 ecuaciones
de equilibrio (X FY =0, > M =0) y ¢ = 2 ecuaciones de condicion, debido a que
no existe momento flector en las rotulas B y D. Al satisfacerse n + ¢ = r, puesto que
2 + 2 = 4, se concluye que la viga es estaticamente determinada.

Calculo de las reacciones en los apoyos

Recuerde que la suma de los momentos respecto del punto de ubicacion de una
rétula, de las fuerzas situadas ya sea a la izquierda o a la derecha de la seccion, es
igual a cero.

El valor de R,y se obtiene de hacer nula la sumatoria de momentos alrededor de B
para el segmento izquierdo.

15
GZ MB izq = 0 = —R,y(15) + 5(15) (7) — 0= Ry =375 kn|
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Si se calcula el momento flexionante en la seccién D como la suma de los momentos
de las fuerzas situadas a la izquierda de la seccion, se iguala a cero dicho momento,
y se emplea el resultado de Ry, calculado previamente, se infiere directamente R.y.

45
Gz MD izq = 0 = —37.5(45) — Rpy(15) + 5(45) (7) = 0= Rey = 225 kn]

Ahora observe como no hay otra opcién mas que resolver un sistema simultaneo de
ecuaciones para calcular las reacciones restantes. No importa respecto de que
soporte se tomen momentos, siempre se llegara a una ecuacion con dos incognitas:
Rey ¥ Rpy. LO mismo ocurre al tomar la suma de momentos alrededor de la
articulacion D para la parte derecha o al plantear que la sumatoria de las fuerzas
verticales para la viga completa es cero. Entonces, se utilizan las ultimas dos
opciones por ser las menos laboriosas.

GE MD der = 0 = Rpy(15) + Rpy(30) — 5(40)(20) = 0
3Rgy + 6Rpy —800=0 — —— (1)
41 ZFY = 037.5+ 225 + Rgy + Rpy — 5(85) = 0
Rgy + Rpy —1625=0 ———(2)
Al resolver el sistema de ecuaciones (1) y (2) resulta

REY = 5833 =0 REY = 5833kNT RFY = 104‘17 =0 RFY = 104‘17kNT

Funciones de fuerza cortante, de fuerza normal y de momento

En la figura 1-5b se muestran los resultados obtenidos.

425kN  SkN/m

R.d..’.‘ = ﬂfj}f i WO :‘-.@ WO N N N ) b A . . . . . W
“E o 4 b gy gt o
4 e : i s
: r'y
_ 15m  15m 15m | . 15m 15m ) 10m _
i
—_— T I T
RHY = 37.5kN RCE' = 225kN i RE}" = 58.33kN RFY = 104.17kN
42.5m !

_— e
-~ =
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Las funciones de momento flector y de fuerza cortante son discontinuas en los
puntos C,E y F, ya que en ellos se encuentran aplicadas de forma respectiva las
fuerzas concentradas R.y, Rgy Y Rpy. La viga debe cortarse perpendicularmente a
Su eje en secciones arbitrarias localizadas en las regiones A—C,C —E,E—F y
G — F para poder definir las acciones internas a lo largo de ella. Se opta por emplear
dos coordenadas x; x; Y x, con origenes establecidos en Ay G, cubren las regiones
A —Fy G — F, respectivamente.

Asi, al aplicar el método de las secciones, con base en las figuras 1-5c, 1-5d, 1-5e
y 1-5f, se tiene

0 <x, <30m

SKN /m
X1
E M corte = 0= —Mq + 37.5(x1) — 5(x1) (7) =0 "
e
Ry =10 A 0\
5(x1)? Ly W N
M, = 37.5%, — (21) 7 ? -
4 15m
dM, %ﬂ
1= 5 = 375—5x1
dx; V.
Ry = 37.5kN

+—>ZFX:O:>N1:O
(©)

30m < x; <60m

SkN /m
M,
Rax =0,y ﬂ R R e T T \ >
77 @ c , Ny
B
& i
B e B _.r+
v,
Rar = 37.5kN Rey = 225kN

x

(d)

N

=
<

X
EZMCOM = 0= —M, + 37.5(x;) + 225(x; — 30) — 5(x;) (71) =0
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2

5x;
M, = — > + 262.5x; — 6750

dM,
= 2= —Sx, +2625 +2 ) X =02 N, =0
dx;

60m < x; < 75m
B M corte = 0 = —Ms + 37.5(x;) + 225C¢; — 30) + 58.33(x; — 60) — 5(x1) (%) =0

5x,°
My = —221 4 320.833x, — 10250

2
dM,
, =2 = —5x, +320.833 +—>ZFX=O=>N3=O
X1
SkN/m
i J\fz
RM_GH A L R A L \ >
I WS I WS E iy
B ) o

F i Y

P 1m .., 13m 15m ., 1im x; —60m

s e e

R,y = 37.5kN "
Ay = 2Ll Rey = 225kN Rgy = 58.33kN
= .1'1 "~
= =
P xy —30m -
-~ -
(e)
0 < Xy < 10m
SkN /m
X2 5X22
My E Mcorte=0=>M4+5(x2)(?)=O=>M4=—T
‘Fl'rd." ﬁ W dM
\. ¢ V4=——4= 5x, +—>ZFX=0:>N4=O
dx,
X2
Vs
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Ejercicio 1.6 Determine las reacciones en los soportes y las funciones del
momento flexionante y de la fuerza cortante de la viga mostrada en la figura 1-6a,
la cual soporta un momento de par distribuido cuya intensidad varia linealmente

desde 10%” en 4 hasta 1%” en B.

T.m
1—
) >3
B
5m
(@)
Figura 1-6
SOLUCION

Calculo de las reacciones en los apoyos

Diagrama de cargas. Por inspeccion, la viga es isostatica. Con el fin de calcular las
reacciones en los soportes, la carga de par distribuida se reemplaza por un
momento resultante igual al area del trapecio y cuyo punto de aplicacion puede estar
en cualquier parte de la estructura. La fuerza reactiva horizontal en A se ha omitido
por tener un valor nulo debido a que la viga no esta sometida a cargas en X. El
diagrama de cargas de la viga es mostrado en la figura 1-6b.

(10T2m) (1 251)

55
My = (5m)=—T.m
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Ecuaciones de equilibrio. Al aplicar las ecuaciones de la estética en el diagrama de
cargas resulta

55 11
+ZMA =0 :7—R3y(5) =0=>- RBY :7’[‘1
: : 11 11
+T FYz0:>—RAy+?:0:>~'~RAy:7T

Funciones de fuerza cortante, de fuerza normal y de momento

En la figura 1-6¢c se observan esqueméaticamente los resultados.

T.m
10—
m. o

Debido a que no hay discontinuidad en la carga de par distribuida, s6lo se toma en
cuenta una sola region de x para describir las funciones de las acciones internas
para toda la viga; entonces, la coordenada x con origen en A cubre toda la longitud
de la estructura y es positiva hacia la derecha. La fuerza axial es insignificante. Al
seccionar la viga en un sitio arbitrario en el tramo A — B, se tiene el diagrama de
cargas mostrado en la figura 1-6d.

(d)
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Con base en la figura 1-6e, se determina la intensidad de momento M” en funcién
de x empleando conceptos basicos de trigonometria.

T.m
10—
m
T.m
T.m h 1T'_m
1— < " m
m 4 corte B
X 5m—x
5m
(e)
T.m
P __h :>h—9(5 ) M’—1+9(5 )
5m  Sm—x 5 % -ty TA

Luego, el momento resultante, que puede aplicarse en cualquier punto de la viga,
es igual a la siguiente area trapezoidal

9
10+|1+z(5- _
+[1+5¢ X)](x)=[X(Sol—o9X)l+5x=10’f_ix2

M, =

ke 2 10
De aplicar las ecuaciones de equilibrio en el diagrama de cuerpo libre de la seccion
cortada resulta

)M —0= M- 10x——22) =0 M= -2 10x — — 22
+Z corte=0= — —7(X)+ X 1—0X = = 7X+ X 1—0X

11 11
+TZFY=———V=0=>V=——
2 2

Es importante tener en cuenta que el momento interno en los soportes Ay B no
debe ser 10T.m y 1T.m, respectivamente, y que mas bien es nulo en ambos
puntos. Por otra parte, si se desea obtener el valor de la fuerza cortante como la
derivada del momento flexionante, la parte que esta entre paréntesis en la funcion
de M debe ser considerada como constante por tratarse de una resultante de
momento distribuido.
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1.2 DIAGRAMAS DE FUERZA CORTANTE Y DE MOMENTO. TRABAJO
VIRTUAL. PENDIENTE Y CURVA ELASTICA CON EL METODO DE LA DOBLE
INTEGRACION

Ejercicios 1.7-1.12 Para las vigas de las figuras 1-7a, 1-8a, 1-9a, 1-10a, 1-11a,
1-12a, calcular las reacciones en los soportes y dibujar los diagramas de momento,
cortante, giro y flecha; también determine los valores del momento méximo y de la
flecha maxima. Suponga que E e I son constantes.

Ejercicio 1.7

A wJ/\Ll 5
Vea 7507

-

'

L
(a)
Figura 1-7
SOLUCION
Célculo de las reacciones en los apoyos

Diagrama de cargas. Las reacciones en los apoyos han sido identificadas y el
sentido de cada una de ellas se ha supuesto arbitrariamente por desconocerse; por
otra parte, se ha determinado la carga concentrada equivalente A para la carga
distribuida de intensidad con variacion lineal y su punto de aplicaciéon x. La figura
1-7b indica el diagrama de cargas de la estructura.

Ecuaciones de equilibrio. Se aplican al diagrama de cargas para obtener las
fuerzas reactivas en los soportes; la convencidn de signos a utilizar es indistinta.

wly /2 wl? wiL
a MA=O$(7) (gL)_(RBy)(L)=O$RBY=¥$-'- RByz?

+_)ZFX:O¢"'RBX:0
wL wL wL

+TZFY:0=>RAY_7+?:O$"RAY:?
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A\ i l P,
RAYI: Ray

e
-

(b)

W

=)

]
wal b
=

Funciones de fuerza cortante y de momento

En la figura 1-7c se visualizan los valores de las reacciones en los soportes con sus
correspondientes sentidos adecuados; se especifica la coordenada x a utilizar cuyo
origen asociado esta en A. El momento y el cortante deben estar en funcion de x y
como no hay discontinuidad de carga a lo largo de la estructura, sélo se efectuara
un corte perpendicular al eje de la viga.

Wy

R _WLIi RB?=_3
AY T
il
L

(c)

Un diagrama de cuerpo libre del segmento de viga con longitud x es proporcionado
en la figura 1-7d. Note que la intensidad de la carga triangular se encuentra en
proporcion, es decir, %: % =>q= %x. Se indica la fuerza resultante de la carga
triangular del corte y su punto de aplicacion; V y M aparecen actuando en sus
direcciones positivas de acuerdo a la convencion de signos usualmente adoptada y

sus funciones se deducen al hacer uso de las ecuaciones de equilibrio cuya
convencion de signos si puede ser cualquiera.
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Ul y

(d)

w
) Mcorte =0 = M+(M;L) @(§)=O

M_WL w
% *TeL”

3

+TzFY—0 wh (x)(z x)—VZO

wlL w dM wL w WLW2

_ - 2 e - =
e 2Lx o tambiénV = T2 e ( ) = e 2L
Célculo del momento maximo

El momento maximo esta posicionado en un punto donde V =dM/dx = 0;
realizando la sustitucion correspondiente y resolviendo la ecuacion se tiene

0 wLh w , "6 2wl? L2 L
—-——_— = = —_— = — . =
6 20 T T ¥ w3 Xmax = /=

Al hacer x,,,, = x en la ecuacion de M, el momento maximo resulta ser

wLoLy w/L\> wl*? wl*> 3 wil?
(_) 6L <_) - B 3~ WL =5 My = —=
6L \\/3 63 6(v3)® 27 93

Mpax = ?

V3

52



CAPITULO 1  ANALISIS DE VIGAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS

Ecuaciones de la pendiente y la deflexién usando el método de la
integracién directa o doble

Al aplicar la ecuacion diferencial

dzy
El— =M
dx?
e integrarla dos veces, se obtiene
d’y wL w d(dy) wi w
El——5=—x——x= El - (—x——x3>dx
dx? 6 6L dx f 6 oL
dy_WL2 w 4 dy_ _WLZ w .
Eldx—lzx aL” + Cy;si dx—@,entonces E19—12x aL” + C; -

Elfd f(WL 2_ Y 4+C>d Sy =Yt Y s icxtc @
= [ A — = — —_ —_—_——
Y 12 Toap® Th)MTEY =g T oot T T2

En las expresiones que definen las curvas de pendiente y de deflexion hay dos
constantes de integracion; por tanto, deben definirse dos condiciones que permitan
evaluar dichas constantes. Para ésta viga simplemente apoyada, las condiciones
de frontera son: 1)y =0enx =0y 2)y=0enx =1L, ya que el apoyo simple
(rodillo) y el apoyo articulado (pasador) no permiten la deflexiéon (flechamiento) de
la viga en sus correspondientes puntos de ubicacion.

Sustituyendo la condicién 1) en la ecuacion (2) da

E1(0) = £ (0)* = =2 (0)% + €,(0) + C, - C, = 0
"~ 36 120L 1 27

Sustituyendo la condicién 2) y €, = 0 en la misma ecuacién da

wlL w 7
EI(0)=— (L)} ——(L)°+C,(L)+ 0=~ C;, = ——wl3
(0) 36() 120L() + C1(L) + 1 360"

En consecuencia, las ecuaciones del giro y de la flecha son, respectivamente

9_1 wLh . w o, TwlL3 0<r<l
“EI\12Y T 241" T 360 =Xs

1wl W TwlL3 V<<l
Y=EI\36" "1200F " 360 =X
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Método del trabajo virtual unificado con el método de la integracién doble

En ocasiones, las condiciones conocidas son insuficientes para calcular las
constantes de integracion, asi que se puede(n) implementar alguna(s) condicion(es)
de frontera si se calcula(n) algun(os) giro(s) y/o flecha(s) preferentemente con el
meétodo del trabajo virtual. Otra buena razon para unificar éstos métodos es que el
sistema de ecuaciones podria tener una solucion mas directa. Aunque para este
ejercicio no es necesario, realizaremos este proceso a manera de ejemplificacion.

SesabequeenAd,oseaenx =0,y =0,peroenx =0, 6 = ¢?, asi que aplicamos
el método trabajo virtual para calcular la rotacion (pendiente o giro) en A.

Momento real M. Corresponde a la siguiente funcién que ya ha sido deducida:

_ wlL W
M = ?x - 6—Lx 0<x<L
Momento virtual m,. La pendiente en A se determina al colocar un momento de
par unitario virtual en ese punto, figura 1-7e; el sentido del par se ha propuesto
horario (puede ser antihorario). Note que las cargas reales son removidas y que
debe usarse la misma coordenada x que se empled para M. Después de calcular
las reacciones en los soportes, se deduce el momento interno mg con el método de
las secciones a partir de la figura 1-7f.

.
sy
m

Las reacciones en los soportes son resultado de

1
B MA:O:]'_(L)RBY:O:"RBY:ZI

1 1

En la figura 1-7f se muestra el diagrama de la seccién cortada de la viga virtual; mg
actia en la misma direccion que M, es decir, en la positiva convencional.
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0<x<L

e

1 }

X

(f)

Ryp =

== =

1 1
BchortezO:—m9+1—z(x)=0:> m9=1—zx

Ecuacion del trabajo virtual. Entonces, la pendiente en A es resultado de

1-0 jLsz"d
‘04 = X
T

1 twL w 1 1 (b wL w w w
1-6, (—x——x3><1— )dxz— (—x——x3——x2+—x4)dx

“E1), 6 "6 L El),\6 " 6L" "6 "6l
1 wlL w w w L1 w3 w3 wid wi3
Op=—=|=x*—x*——=x3+ xS] =— - — +
ElIl12 24L 18 3012 o EI\ 12 24 18 30
3 TwL3
A4 7 360EI

El signo positivo indica que el sentido de 8, es el mismo que el propuesto para el
momento de par unitario virtual.

0. — Twl3
4 7 360EI

Recuerde que por la convencién de signos que se maneja en el método de doble
integracion, un giro horario sera negativo.

Las condiciones de frontera a emplear para calcular las constantes de integracion

enx = 0.

. _ _ _ 7wlL3
son:1))y=0enx=0y2)0 = e0m]

7WL3
360EI

Sustituyendo x = 0, 8 — en la ecuacion (1) tenemos
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£l 7wl3 wL 0z W 0 + ¢ c 7wl3
— = — e — = = —
36061) ~ 120 741 ! ! 360
3
Sustituyendox = 0,y =0, C; = —% en la ecuacion (2) tenemos

3

0="Loy - 05 -YE0)y+c, 50, =0
_36() 120L 360 27

Obsérvese que se llegaron a los mismos resultados.
Calculo de la flecha maxima

Para conocer la ubicacion del valor maximo de la flecha hacemos 6 = 0 y luego
resolvemos la ecuacion de cuarto grado.

O_WL , W, Twl3
“12% T2a1° T 360

Al realizar el cambio de variable z = x? y después simplificar, obtenemos

w 2+WL 7WL3_0:> 1 2+L 7L3_0
2417 T 1277 360 241" 127 7360
Si aplicamos férmula general, se tiene
_ —b++Vb?—4ac
Z= 2a
_ 1 b= L 713
T2 T 12T T 360

2V30\ ) 2v30Y ., 2
7y = (14— ) 17 = 1730296743 1> 7, =(1——) L* =0.2697032566 L

Retomando el cambio de variable hecho incialmente

z=x*=>x=+z

las raices son

2v30 2v30
X, = \/(1 — L) 1? = 0.5193296223 L; x, = —\/(1 — L) L? = —0.5193296223 L

15 15
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2V3 2V3
X3 = \/(1 15 >L2 = 1.315407443 L ; x, = \/(1 15 >L2 = —1.315407443 L

Como la solucién debe estar dentro del intervalo real de la viga [0, L], la posicion de
la flecha méxima es x,,,4, = 0.5193296223 L.

Sustituyendo x,,,,, = x en la ecuacion de la flecha se determina el valor de la flecha
maxima.

1 7wl3
— | == 3__ " 5
Vimax = EI( (0.5193296223L) 120L (0.5193296223L)°> — 360 (0.5193296223L)>
0.006522184231wlL* 0.006522184231wlL*
Ymax = — El = Ymax = El 2

Se considerd que por la convencién de signos en el método de integracion doble,
una deflexién negativa es hacia abajo.

Si se desea conocer el valor de la pendiente en B por ejemplo, basta con sustituir
x = L en la ecuacion del giro y despejar ;.
1

0 wlL 12 . Twl3 0 wl3 0 wl3 >
= — | — = = —. =
BT EI 12( )" - 24L( )= 360 B 45E] B ™ 45E]

Diagramas de fuerza cortante, momento flector, rotacién y deflexién (curva
elastica)

Una vez que se han determinado las funciones de fuerza cortante, de momento
flector, de rotacion y de deflexion, estas se evaluan en el intervalo 0 < x < L, tablas
1-1, 1-2, 1-3 y 1-4. Luego, los respectivos diagramas, figuras 1-7g, 1-7h, 1-7i y
1-7kj, se obtienen de graficar los datos dispuestos en forma tabular.

x(L) V{WL)
—+— DIAGRAMA DE CORTANTE
0 0166666667
0.2
01 0161666667
’_‘ﬁ'——_\_m_\_\_\_\_\-\-h
0z 0146666667 01

-
03 0121666667 . \

04 0036666667
05 0.041666667
06 0.013333333
07 -0.078333333 ' \
] 0.153333333 03
08 0238333333 04

1 -0.333333333

0z 04 06 \\ [0]E:3 12

viwe)
&
=

x(L)

Tabla 1-1 (9)
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xL) MWL"2)
—+—DIAGRAMA DE MOMENTO
0 0
0.07
01 0.0185 SESEE=:
0.06
02 0.032 /./ ‘\
03 0.0455 = 005 / ‘\
04 0.056 S 004
2 ;/ \
0.5 0.0625 s 0.03 / \
06 0.064 0.02 / \
07 0.0595 001
08 0.045 0
09 0.0285 0 0.2 04 06 08 1 1.2
1 0 Xy
Tabla 1-2 (h)
%L} BI(W-L"3VEl) ]
—+— DIAGRAMA DE ROTACION
i 0.019442444
0.025
01 0.016615278
0.02 ="
02 D01E1TTTTE EZ=
0.015 /
03 0.012281944 _ oot
0.4 0007177776 % 0.005
05 0001215276 = 0
2 o005 [ na/ als alg 1|2
06 0.005155556 = =2
-0.01
07 0011334722 /
-0.015 -
08 0.016822222
-0.02
08 0.020718056 0025
1 0.002222222 Xt
Tabla 1-3 0]
L) VL AET)
—+— DIAGRAMA DE FLECHAMIENTO
i 0
4]
01 000191675 o ol ol ol 2N
0.2 -0.003669333 -0.001 \ /
03 0.005103583 __-0.002 \ /
o]
04 0.006085333 S 000
05 0.008510417 = \\ /
% -0.004
05 0006314667 £ \
0.7 -0.005483917 -0.005 \ /
08 0.004064 -0.006 =
08 000217075 0.007
1 i (L)
Tabla 1-4 1)
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Ejercicio 1.8

c

L L %

2 .. 2 %
(a)
Figura 1-8
SOLUCION

Célculo de las reacciones en los apoyos

Diagrama de cargas. El diagrama de cargas de la viga se muestra en la figura 1-8b.

P
Ry A lE c

T

Ecuaciones de equilibrio

| b=

2
-
| b=

e
e

(b)

PL
L > —PL P

3 MA=0:(P)(E)_RCY(L)=0=>RCY=_£=__2L:'.'RCY=E
1

+_)ZFX:O:RAX:0

P P

Funciones de fuerza cortante y de momento

En la figura 1-8c se especifica la coordenada x a utilizar y su origen asociado.
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Debido a que las funciones de fuerza cortante y de momento seran discontinuas en
el punto donde esta aplicada la fuerza P, deben efectuarse dos cortes
perpendiculares al eje de la viga; note que se tomara como origen del sistema
coordenado el punto A, por lo que x es valida para0 < x < L.

Corte en el tramo (1) (A — B). Se secciona la viga a una distancia x de 4 en un punto
arbitrario antes de la carga P. En consecuencia, el diagrama de cuerpo libre de la
seccién cortada, figura 1-8d, y su equilibrio estatico son

N~

0

IA

x <

M,

P P
Mcorte = 0= —M, +E(x) => M, =Ex

P - dM; P
Rﬂ—zf h= T2

e
A\
NG

Corte en el tramo (2) (B — €). Se secciona la viga en un punto arbitrario (intermedio
en el segmento B — C) a una distancia x del punto A. El diagrama de cuerpo libre
para éste segmento de viga con longitud x, figura 1-8e, y su correspondiente analisis
son

L< <L
__x_
P 2
l M =0 M P P L =0
p . M, D corte =0= — 2+Ex— (x—z>—
= V; P PL
P L M2=__x+_
— - 2 2
2 2
- 27 4x T 2
(€)
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Célculo del momento méaximo

Por la simetria de la estructura, el momento maximo se posiciona en x,,,,x = gy su
valor se halla haciendo x,,,, = x en la ecuacién de M; o M,.
P(L)_PL P(L) PL PL

maxlzz ~— Mmaxzz_z E + 2 4

2

Ecuaciones de la pendiente y la deflexion usando el método de la
integracion directa

Al aplicar la ecuacioén diferencial

d?y
El— =M
dx?

e integrarla dos veces en cada tramo, se obtiene

0< <L
_X_Z
d?y d’y P d(dy) P dy Px?
EIE—MlﬁEIE—E.XﬁEIf dx _f(§x>dx:E1a_T+Cl

2

dy Px
| =~ =6, ent El6, = — +C; — —
si = entonces 1=t G- €

Px? Px3
Elfdyzf -G dx = Ely; =—+ Cix + C, — — (2)

12
L <t
SSXS
d?y d?y P PL d(dy) P PL
Elw—MzﬁElw——Exﬁ'?:)EIf dox —f(-EX-F?)dX
dy P, PL dy P, PL
El——=—7x*+—x+Cysi = 0,entonces  El6y = —2x* +—x+ (3 - —= 3

P . PL
Ely, = _EX3 +sz +Cx+C—— @

Método del trabajo virtual unificado con el método de laintegracion doble

En las expresiones que definen las curvas de pendiente y de deflexiébn hay cuatro
constantes de integracién; por lo tanto, deben definirse cuatro condiciones, algunas
de frontera y otras de continuidad, que nos permitan evaluar dichas constantes.
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Para ésta viga, las condiciones de frontera a considerar son: 1) y; =0enx =0y
2)0, =;? enx =0, esto debido a que el apoyo simple (rodillo) no permite la
deflexion pero si la rotacion en su punto de ubicacion. Las condiciones de
continuidad son: 3) 6, = 6, en x = gy 4)Yy, =y, enx = % ya que se esta forzando
la continuidad de la curva de deflexion en el extremo comun de los dos segmentos.

Para calcular el giro en A (6,), es decir la rotacion cuando x = 0, a continuaciéon se
aplica el método del trabajo virtual

Momentos reales M. Corresponden a las siguientes funciones que ya han sido
deducidas:

P L
M1=—x OSXSE
M. = P PL L< <l

2 ZX 2 z_x_

Momento virtual my. En la figura 1-8f se observa la estructura con momento virtual
unitario aplicado en A. Posteriormente, con base en la figura 1-8g en la que se
proporciona un diagrama de cargas de la seccion cortada de la viga virtual, se
calcula el momento interno my empleando el método de las secciones.

2>
-
(9)

1
achortezO:>—m19+1—z(x):0:> mlgzl—zx

W

B =t

Rar =
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Ecuacion del trabajo virtual. Entonces, la pendiente en A es resultado de

LZMmg
16A:f dx
Ly

EIl

L

19_1 L/Z(P )(1 1)d+1 (P +PL)<1 1>d
ATE), \2*° L) T E ), T2 T2 x)ex

Resolviendo las integrales por separado se obtiene

1 L/2<P )(1 1 )d 1 L/2<P P 2>d _1[P , P B]L/z
X X X = X X x—EI 4x 6Lx .

El}, \2 L El), \27 2L
1 P(L)Z P (L)3 _ 1 [pL* PL*| PI?
EIl4\2 6L\2) | EI|16 48| 24EI

1 L(P +PL)(1 1)d—1 L(P +PL+P 5 P)d
El )y, 25T LX) T L, 2T Tt T

_Lly P, PL P 3]L _ L[ P (L)Z +PL<L L)+P 3 (L)3

TEILC2Y T2 ey, TEI|T2 2 2 \""2) "6l 2
_1[ P<3L2>+PL(L>+P(7L3)]_PL2< 3+1+7>—PL2
T EIl 2\4 2 \2/) 6L\8 " EI'\ 8 4 48/ 48EI

9_PL2+PL2_+PL2 .Q_PLZD
AT 24El " 48EI~ ' 16EI YA T 16E]

Note como 6, es horario al igual que el momento de par virtual unitario debido a que
la suma algebraica de todas las integrales para toda la viga es positiva,sin embargo,

un giro horario se considera negativo en el método de doble integracién; por
PL?

consiguiente, la segunda condicion de frontera es: 2) 6, = — g enX= 0.
Sustituyendo la condicion 2) en la ecuacion (1) resulta
1 PL*\ _ P(0)? C o= PL?
1661) ~ 4 1 TTMT g

Sustituyendo la condicién 1) en la ecuacion (2) tenemos

P(0)® PI?
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Aplicando la condicion 3) se obtiene

1 [(Px? 1 P PL L
—(—+C —(——x2+—x+63>, enx =3

EI\ 4 “EI\ 4 2
L 2
P(g) PL* P(L)Z PL (L) C o pPL? PI*  PI? +PL2 C e Ca e 3PL?
4 16~ 4\2 2 \2 3716 16~ 16 4 3TUT 16
La aplicacion de la condicion 4) conlleva a
1 [Px3 1 P , PL_, L
E E+C1X+C2 =E(—Ex +Tx +C3X+C4), enxzz
P (L)3 PI? (L) fo- P (L)3 N PL (L)Z 3PL2 (L) iy
12\2 16 \2 o 12\2 4 \2 16 \2 4
PL?® PIL3 PL3 N PL® 3PL3 i c PL3
— = — — = . = —
96 32 96 16 32 4 * 748

En consecuencia, las ecuaciones de la pendiente y la deflexion de manera
respectiva en cada tramo son

0< L
_X_Z
o 1 Px? PI2 1 (Px® PI?
LTEI\ 2 " 16 NTEI\12 16 °
L< <L
2_x_

o L( P, PL 3PI2 g~ L(_P o PL, 3PI2 +PL3
2T\ T2 T2 T 16 V2EE\T12Y T2 T 16 * T as
Célculo de la flecha méaxima de cada tramo

L
0< < —
_x_2
p12
Px2 PI2 . g 4PI2 I? 2 _ L
BlO,=0=—r—qg =8 = =1 =3 >*=£["/s  t¥mn=3
)
1(p <L>3 PI2 <L> 1 (PL3 PIL3 _PpI? PL |
= —| — | — _— - = — ] > = — o = —
Ymax1 = g1\ 12\2 16 \2 EI\96 ~ 32 ) 7 Ymax1 T 4gpr " Ymax1 T ygpy
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L L\? 1 312
2 -3% |(3) _4(_1)( 16) 1.1
0= 1, L 3L o B 27,
B R T 2(-1) |1
4 2
1 1 1 1
-5tz L —-5—7 L
24 2 4
X1 = 1 L=E X2 = 1 L=EL "'xmax2=z
2 2
1 P(L>3+PZ<L)2 3PL? <L>+PL3 1 PL3+PL3 3PL3+PL3
Ymaxz = pr{ 7122 4 \2 16 \2 48 | EI\ 96 16 32 48
PL3 PL3
ymaxzz_@ "‘ymaxzzﬁ‘l'

. . . - Ny L
Observese que por la simetria de la viga, la flecha maxima y su posicion (E
forzosamente) en el primer tramo son iguales a la del segundo tramo.

Diagramas de fuerza cortante, momento flector, rotacién y deflexion (curva
elastica)

Los datos acomodados en las tablas 1-5, 1-6, 1-7 y 1-8 son una consecuencia de
evaluar las funciones de fuerza cortante, de momento flector, de rotacién y de
deflexion en el intervalo para las que son validas. Las figuras 1-8h, 1-8i, 1-8j y 1-8k
corresponden a los diagramas requeridos.

x(L) VIF)
—+— DIAGRAMA DE CORTANTE

01 05 06
02 05
03 05
04 05 02

04

05 05

viP)
o

05 0.5 a2 (VIES il oig 112
06 05 0.2

07 -0.5
03 -0.5
09 -0.5 -0.6

-0.4

x(L)

Tabla 1-5 (h)
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L) M{PL)
3 I —+—DIAGRAMA DE MOMENTO
01 0.05 0.3
0z 01 0.25 -
03 015
0.2
04 02 —
& pas
05 0.25 =
0.5 025 01
06 02
0.05
07 015
04 01 0
) 005 0 0.2 04 06 08 1
: ' x(L)
1 0
Tabla 1-6 0]
L) BI(PL"2)EI) ]
i I —+— DIAGRAMA DE ROTACION
01 006 0.08
02 “0.0525 0.06 /_,,-ﬂ
0.3 -0.04 0.04 /-
04 00225 £ o p
05 0 = /
5 (1]
0.5 [] i 002 o2 o @/' o6 e L
06 0.0225 e
07 0.04 004 ==
08 0.0525 -0.06 =
09 0.06 -0.08
(L)
1 0.0625
Tabla 1-7 ()
*IL) Y{(P*L"3)El)
3 a —+— DIAGRAMA DE FLECHAMIENTO
01 -0.00616667 o
o2 o4 L a8
02 0.01183333
-0.005
03 “0.0165
04 “0.01966667 =
£ om
05 002083333 R \\ //
i
05 -0.02083333 & o015
06 -0.01966667 >
07 “0.0165 002 S —
08 001133333
09 “0.00616667 -0.025
x(L}
1 0
Tabla 1-8 (k)
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Ejercicio 1.9

H ;;B
L _:3'

(a)
Figura 1-9

M

SOLUCION

Calculo de las reacciones en los soportes

Diagrama de cargas. Este diagrama se visualiza en la figura 1-9b. Obsérvese que
se ha determinado la fuerza resultante A de la carga distribuida uniforme y su punto
de aplicacién x.

A=wlL
w
Rax |
— ;"’r E
RMI< L - iREY
<>
- L
*=3
(b)

Ecuaciones de equilibrio.

wl?
L - wlL
1)) MA =0 L) (5) = Rey(L) = 0= Roy = —2— =2 Ry ==~
1
wL wlL
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+—>ZFX=O:>RAX=0

Funciones de fuerza cortante y de momento

Los resultados obtenidos son observados en la figura 1-9c.

A=wlL
-
N
A X B
wli wli
Ryy == L M =—
<> =
- L
=3
()

Se aplican las ecuaciones de equilibrio en el diagrama de cuerpo libre de la seccién
cortada, figura 1-9d, con la finalidad de obtener expresiones algebraicas que
describan la variacion de los elementos mecanicos.

0<x<L
A, =wx
w
A W i)
wI.": -
RAY:T |
ﬁ'
Ir—E
(d)
+ZM te =02 —M+22 ) - )(x)—0:>M—WL v
corte = ) X wx ) = = 2x 2x
V_dM_WL
“ax 2 ™
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Célculo del momento maximo

La posicién del momento maximo se halla en el punto donde VV = 0. Luego, el valor
maximo del momento se determina haciendo x,,,, = x en la ecuacion de M.

wL

wi 7
=7—WX$XZ—W=> Xmax —

1

Ecuaciones de la pendiente y la deflexién usando el método de la
integracion directa

Al plicar la ecuacion diferencial

e integrarla dos veces, se obtiene

d? wlL w d(d wlL w dy wlL w
pre -y Ve ﬁEIf%=f(—x—§x2>dx=>E1—y=—x2——x3+C1

dx? 2 2 2 dx 4 6
Si—y=0 entonces E19=W—Lx2—mx3+(j -— @
dx ’ 4 6 1
wiL > W o4 wlL ;s W o,
El dy= (Tx —EX +C1>dx=>E]y=§x _ﬁx +Cix+Cy, — —— @

Método del trabajo virtual unificado con el método de la integracién
doble

Para calcular las constantes de integracion C; y C, usaremos dos condiciones de
frontera. Por inspeccion, la viga no experimenta desplazamiento vertical en el punto
A, porende, 1) y = 0 en x = 0; la segunda condicion se planteara a partir de calcular
la rotacion en A (6,) por medio del método del trabajo virtual como sigue

Momento real M. Corresponde a la siguiente funcion que ya ha sido deducida:
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M_WL W, 0<x<L
—Zx 2x <x<

Momento virtual my. Remitase al ejercicio 1.8, figuras 1-8f y 1-8g.

1
mgzl—zx 0<x<L

Ecuacion del trabajo virtual. Entonces, el giro en A es resultado de

1-0 szMmed
. 4 — X
.. EI

1 hwl  w o, 1 1wk w ., ow.w
1-6, (—x——x)(l——x)dx (—x——x - =X +—x>dx

TE)\27 72 L TE), 27727 T2t T
1 (L /wlL w 1 (wlL w w1t
9 — (_ _ 2 _ 3) — |42 _ __ 43 _ 4]
AR )\ 2T Y)Y TR T3 Tt
5. — 1 (wl® wlL3 +WL3 3 wl3 g - wi3
AT EI\ 4 3 8 ) 24EI T AT 24El
3
En consecuencia, la otra condicion es: 2) 6 = 2 enx=0

24EI

Sustituyendo la condicion 2) en la ecuacion (1) da

—wlL3
24

P LA WP Y@ +c ¢ =
2a51) = 7 O~ 1 7=

Sustituyendo la condicién 1) en la ecuacion (2) tenemos

wlL w wl?
_ 3 _ 4 _ =
0——12(0) 24(0) 7 0 +C, >-.C,=0

Reemplazando los valores de las constantes en las expresiones (1) y (2), se infiere
gue las ecuaciones de la pendiente y la deflexién son, respectivamente

9_1WL2W3WL3 V<<l
“E\2 Y T8 T =X=
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Célculo de la flecha méxima
Para conocer la posicion de la flecha maxima hacemos 6 = 0, simplificamos y
hallamos las raices.
wL w wl3 1, L, L

0= 32 — 3 — . 0= ——x3 pox? —
2 X T8N T 6 T3¥ T

Haciendo uso del método de la division sintética es posible hallar una raiz.

1 L 0 L3

6 4 o4

L 12 3

2 12 12 24

1 L L2 0

6 6 12

( L) 1 2+L +L2 _ o L
YT\ T Te¥T12) T 175

Las dos raices restantes pueden obtenerse a través de la férmula general.

1, L +B—o
6F T T2

1 3 1 6
5. 6 1 3 -z & 1 V3
n=—=2+2|L=(z- = x —5_ b |p=(242
S 2 2 sT\_17 1 2772
3 3 3 3

De las tres raices anteriores, Unicamente la primera esta dentro del intervalo real de

la viga [0, L], asi que x4 = %
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El valor maximo de la deflexion es

4

e =51 () 6) - GDE) - (5)6)) =5 (s~ 5~ )
= (CE)E) = (55 (22).

Si se desea conocer el valor de la pendiente en B por ejemplo, basta con sustituir
x = L en la ecuacion del giro y despejar 05.

0 1 (wL 12 w Lyt Twl3 0 wl3
== - - = 0 =
BT EI 12( ) 24L( ) 360 B 45E]

B wl3
"~ 45E]

- Oy

Diagramas de fuerza cortante, momento flector, rotacion y deflexion

Diversos valores de x son reemplazados en las ecuaciones V, M, 6 y y. Al graficar
los datos de las tablas 1-9, 1-10, 1-11 y 1-12 se obtienen los diagramas necesarios,
figuras 1-9e, 1-9f, 1-9g y 1-9h.

®iL) V(WL)
—+— DIAGRAMA DE CORTANTE
0 05
06
01 04
02 03 04 \\\
03 (] 0a r
04 01 o \\
05 0 _§. 0 <
o2 o4 (411 12
06 01 2 N
. S=
07 02 +
08 03 04 ~
08 04 06
1 05 U
Tabla 1-9 (e)
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wiL) B 3VEl) )
—+— DIAGRAMA DE ROTACION
0 _D.041666567
0.05
01 _0.039333333
0.04
02 0033 0.03 S===
0.3 -0.023665667 _ 002 //
04 -0.012333333 = o001 :
D 7
05 0 s 0 =
2 o001 0z i} O fali:3 1z
06 0.012333333 =0 A
® go02
07 0.023666667 =
-0.03 =
08 0.033 008 ]
08 0.039333333 0.05
1 D.041666667 x
Tabla 1-10 ()
xiL) MIWL2)
—+—DIAGRAMA DE MOMENTO
[ [
0.14
01 0.045
02 0.08 012
03 0105 =
04 012 o 0.08
0.5 0.125 'g' 0.06 / \
06 012 0.04 / \
07 0105 0.02
08 0.08 0
0.9 0.045 o 0.2 04 06 03 1 1.2
7 0 x(t)
Tabla 1-11 ©)
XL WL ED
—+— DIAGRAMA DE FLECHAMIENTO
[ 0
01 0.0040875 0
; - 02 0l4 0l6 08 12
0.2 0.007733333 -0.002 \ /
03 -0.0105875 __-0004 \ /
o
04 00124 = o008
05 -0.013020833 s \ /
= -0.008 @
06 00124 = \ /
07 0.0105875 -oo1 \\ /
] 0007733333 0012 S SERErZ
E] 0.0040875 0014
7 3 xL}
Tabla 1-12 (h)
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Ejercicio 1.10

w parabola

S

L/2” T L)2

(@)
Figura 1-10

SOLUCION
Calculo de las reacciones en los soportes

Diagrama de cargas. Inicialmente se efectia un andlisis de la presion cuya
intensidad es descrita por una curva parabdlica. El procedimiento que se muestra a
continuacion es (til para determinar el area bajo la curva que representa la fuerza
resultante y localizar el punto donde actua, es decir el centroide de su area.

La ecuacién de la intensidad parabdlica puede expresarse de la siguiente forma:
y=ax*+bx+c———()

Si se toma como origen el punto A4, los tres puntos conocidos de la curva son
en x=0,y=0; enxzz,yzw; enx=Ly=0
Es posible construir un sistema de ecuaciones reemplazando cada uno de los

puntos anteriores de manera individual en la ecuacién (I) con la finalidad de calcular
las constantes a, b y c.

0=a(0)>+b(0)+c=>0a+0b+c=0-— —(1)
(L)2+b(L)+ atiny )
= B) o > — — = —_— =
w a2 > c 4a 5 c=w
O:a(L)2+b(L)+c:>L2a+Lb+c:()___(3)
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Resolviendo el sistema (1) hasta (3) con el Método de Cramer tenemos

0 01 [0 O
LZ L L2 L L3 L3 L3
=|— = — —|=(04+0+—)—-(04+0+—=])=——
421|42<++4><++2 4
2 L1 |I?2 L
00110 O
L L
Aa = |w > 1 |w §=(0+0+WL)—(0+0+0)=WL
0L 110 L
0 01 [0 O
L? L?
Ab=Z w 1 |Z wl=(0+0+0)—(0+0+L*w) = —L*w
2 0 1 |2 0
(0 0 O |0 O
1> L 1> L
Ac:Z 5 W |Z E=(0+0+0)—(0+0+0)=0
2 L 0 |2 L
_Aa wlL 4w_ b_Ab_—LZW_4W_ _Ac_ 0 — 0o
T L N A
4 4 4

En consecuencia, la ecuacién que define la intensidad parabdlica de la carga es

— W o2 w
y = —4L—2x +4fx

El punto de aplicacion de la fuerza resultante se obtiene de

L L w w
[%dA lez xy dx ~ Jy x(—4L—2x2 + 4fx) dx

x = - - w w
J dA S lydx ] (—4L—2x2 +4Tx) dx

Resolviendo el numerador da

L w w w (L w (L
fx(—4—x2+4—x) dx = —4— x3dx+4—f x%dx
0 L L Jy

2 17 ),
B 4w x4L+4w x3L_—4w[L4 04]+4W[L3 04 = L2+4 Lz_WLZ
2 ) A ) a2 3L - TWhTgWE =T

Resolviendo el denominador se tiene
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L

fL(—4Kx2+4Kx) dx = — i xzdx+4szxdx
, Uz L 17 ), L),

Y 4w 4w 4 2
—| = =553 = 03] +=-[1? - 0%] = =~ wL + 2wL = —wL
ZL 32 | T I=-gwl+2wl=gw

w [x31" w

=—4—|=| +4—

L2l3L L
wl?

3 _3WL2_1

YT 2wl T 6wl 2
3

El area bajo la curva es igual a la carga concentrada equivalente de la presion.

Ly
AczfdAzf ydx
Ly

Obsérvese que dicha area siempre sera el denominador de la ecuacion para

calcular el brazo de palanca. Por lo tanto,

A —fL( 4224 4Y )d _ 2L
CcC = . sz Lx x—3W

El diagrama de cargas, figura 1-10b, se completa identificando las reacciones en los
apoyos cuyos sentidos se suponen arbitrariamente debido a que son incognitas.

parabola

2 1 -3 wl? 1
+ZMA =0 (ng) (EL> ~Rpy(L) = 0= Rpy = —5—=—— =" Ryy = ng]

1

2 1
+TZFY:O:RAY_AC‘*'RBY:0:>RAY:AC—RBY:§WL_§WL :>"'RAY:§WLI
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+—>ZFX=O:>RAX=0

Funciones de fuerza cortante y de momento

En la figura 1-10c se especifica la coordenada x a utilizar cuyo origen se selecciona
en A. Como no hay discontinuidad de carga a lo largo de la estructura, sélo se
efectuara un corte perpendicular al eje de la viga.

A _Z L
C—3W

parabola

A continuacioén, en la figura 1-10d se proporciona un diagrama de cuerpo libre del
segmento de viga con longitud x. Previo a la aplicacion de las ecuaciones de
equilibrio para deducir las funciones de fuerza cortante y de momento, se determina
la carga concentrada equivalente de la presion de intensidad parabdlica del corte y
su punto de aplicacion.

0<x<L
Ac,

4W 2+4W |

y = X X
M
A (d)
S/

RAy—_WL JEC V
<>
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—dw 4w 3 w4, 4w 3
g -0+ g [~ 07 L2x+3L
4w 2w
Acc=—gpx t ¥
w4, 4w X3
1 4 2 x* 4+ 5
+ Mcorte:O:>—M+<—WL>(x)_<__Wx3 +_Wx2> X — 12 3L % -0
3 312 L 4w 3+2W )
—32% L
M_WL ( 4w +2W +W 4 4w 3>_w . 2w 3+WL
=3 X 3sz I X sz 3L 3sz 3Lx 3 X
_dM 4w 3 2w 2+WL
Cdx 3L2x L x 3

Célculo del momento maximo

El momento maximo esta posicionado en el punto donde V =0.

Como hemos visto en los ejercicios anteriores, s6lo una de las raices es la
requerida; para obtenerla, esta vez hacemos uso del método de tanteos y debido a
que el momento maximo esta ubicado dentro del intervalo real de la viga [0, L],

evaluamos de 0 a L el polinomio f(x) = 3L2 —x3 — —x +L syen donde haya un cambio

de signo tenemos una solucion, tabla 1-13; |teramos “n” veces hasta que nuestra
solucion sea lo mas exacta posible.

x (L) fx) (L)
0 03333
0.1 0.3147
0.2 0.2640
0.3 0.1393
0.4 0.0987
05 0.0000
0.6 -0.0987
0.7 -0.1893
0.8 -0.2640
0.9 -0.3147
1 -0.3333
Tabla 1-13
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Por lo tanto, el momento maximo se localiza a una distancia de x,,,4, = 0.5L = L/2.
El valor maximo del momento es

y B wlL*  2wl3 +WL2 5 12
max T ae;2 T a1 6 48"

Ecuaciones de la pendiente y la deflexién usando el método de la
integracién directa

Al aplicar la ecuacion diferencial

d?y
El— =M
dx?
e integrarla dos veces, se obtiene
d’y w 2w wiL d(dy) w 2w wlL
El— = —x*——x3 +— Elf =J(—4——3—>d
&z 32 T3ttt dx 32 T3LY TN
dy wooow wL w . w ., wlL,
Eldx 1Ssz 6Lx + G x>+ C, = EIf = 15L2x 6Lx + 3 x4+ —>®
w wL
Elfdy f 15sz —6—Lx +?x +Cl)dx
w wL
Ely = X6 ——x°+—x3+Cx+C,— — (2

9OL2 30L 18

Método del trabajo virtual unificado con el método de la integracién
doble

Para calcular las dos constantes de integracion anteriores usaremos dos
condiciones de frontera. Por inspeccion, la viga no experimenta desplazamiento
vertical en el punto A, por ende, 1)y =0enx = 0; la segunda condicidon se
planteara a partir de calcular la rotacion en A (6,) por medio del método del trabajo
virtual.

Momento real M. Corresponde a la siguiente funcion que ya ha sido deducida:
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Ecuacion del trabajo virtual. Entonces, la pendiente en A es resultado de

1-0 szMm"d
6, = .
.. HI

1 L/ w 2w wlL 1
( x4——x3+—x><1——x)dx

16, == | (—
47 Er), \312 3L 3 L
1 (t/w 2w wL w 2w w
9, = — (_ 4 W g Wh W s W W 2>d
a=gr), BEY TIL T TaEY e T3
1 w w w w wL 1
9=_[_ 6, 2 .5_ " 4_ Y 3 _2]
ASE| TRt tsEY Tert T9Y e,
wil3 wl3

g, = 1[ w
AT EIl 1813

w w w wL
L +— L)’ ——=D)*—= (1) —L2]= “ by =
L+ g W =g (O =g 7= (U7 = 5057 = 04 = 3087

. L, L3
Finalmente, la otra condicién es: 2) 6 = —% enx =0

Sustituyendo la condicion 2) en la ecuacion (1) se obtiene

] i AT S A VAL T N N
6L 6 SRR T?

30EI) 1512

Sustituyendo la condicién 1) en la ecuacion (2) resulta

3

i o0+ 2 0 Y 0y ¢, = C, = 0
- — = =
18 30 z z

0)6 —
502 0" 301

EI(0) =

Reemplazando los valores de las constantes en las ecuaciones (1) y (2) se infiere
que las ecuaciones de la pendiente y la deflexién son, respectivamente

o 1/w . w 4_I_WL X wl3 0 <l
TEI\152* el T8 X T30 =X
1w W 5+WL 5 wl3 0<r<l

Y= Ei\9oz® “30rF T18* " 30 % =Xs

Célculo de la flecha méaxima

Haciendo 8 = 0 y simplificando la expresion del giro se tiene

1 1 L . I3
_ 5_ ~ 42
52X Ter® Y8 T30

0

Nuevamente aplicamos el método de tanteos; el polinomio a evaluarde 0 a L es
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1 1 L . I3
5_ _— .4 N2
152° “er® te¥ T30

fGx) =

De acuerdo a la tabla 1-14 vemos cOmo una sola iteracidon es suficiente en este
caso.

x (L) FG) ()
0 -0.0333
01 -0.0317
0.2 -0.0269
0.3 -0.0195
0.4 -0.0103
0.5 00000
0.6 0.0103
0.7 0.0195
0.8 0.0269
0.9 0.0317
1 0.0333
Tabla 1-14

La solucion de la ecuacion del giro igualada a cero indica que la deflexion maxima
se presenta en el punto x,,,4, = 0.5L = L/2.

Sustituyendo x,,,, = x en la ecuacion de la deflexion se obtiene el valor de la flecha
maxima de la viga.

1w (L)6 w (L>5+WL<L>3 WL3<L) 1wl WL4+WL4 wlL*
Ymax = F1\ 9012 \2 30L\2 18 \2 30 \2/ | EI\5760 960 144 60

61wL? 61wL?

Ymax = T57e0E] " Ymax = 5oe0E]

Si se desea conocer el valor de la pendiente en B por ejemplo, basta con sustituir
x = L en la ecuacion del giro y despejar 0;.

0 1/ w s 2w . 4_l_WL 2 wlL3 0 wlL3 0 WL3>
= — _— —_— — = = — . = —
BT El 15L2( ) 12L( ) 6 (L) 30 B 30EI B 30EI

Diagramas de fuerza cortante, momento flector, rotacion y deflexion

Los datos que se observan en las tablas 1-15, 1-16, 1-17 y 1-18 son producto de
evaluar las funciones de fuerza cortante, de momento flector, de rotacion y de
deflexion en el intervalo 0 < x < L. Las figuras 1-10e, 1-10f, 1-10g y 1-10h,
corresponden a los diagramas requeridos.
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(L) VIWL)
—— DIAG RAMA DE CORTANTE
[ 0.333333333
0.4
01 0314666667
03 b —
02 0.264 : _“‘w.\
03 0.189333333 0.2
01
Tabla 1-15 04 0.093666667 - (e)
05 0 2 0
= {2 Giles £ oz 12
06 0.09866666T 01
07 0189333333 02 =
03 -0.264 03 R,‘_‘w
08 0314666667 04
1 0333333333 L)
xiL) MWL2)
—+—DIAGRAMA DE MOMENTO
[ i
012
01 0.0327
i l——
02 0 061366667 = 01
03 0.0847 = 008
2
04 0.0992 <
Tabla 1-16 % 005 ()
05 0. 104166667 / \
0.04
06 0.0992 / \
07 0.0847 0.02
08 0.061866667 0
] 00527 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
7 0 Xt
L) B 3VEl} ]
5 YRERERERR] —+— DIAGRAMA DE ROTACION
0] 0.031682867 0.04 ]
02 0.026912 0.03 //
03 0.019521333 0.02
0.4 -0.010250867 £ 0m
g (9)
Tabla 1-17 05 0 oo g
=z oz ) ol ojg 1|2
06 0.010250667 Som
07 0.019521333 0.02 =
08 0.026912 008 ]
08 0.031682667 004
7 0033333353 x(u)
L) V(WL AWED
—+— DIAGRAMA DE FLECHAMIENTO
[ 0
o
01 -0.0032781 oz o4 0l6 Dl L 102
02 0.006232176 -0.002
03 -0.0085729 \ /
= -0.004
0.4 -0.0100736 = \ / (h)
=
Tabla 1-18 05 0.010560278 < -0.006 L
g \ /
06 10.0100736 € o008
07 0.0085729 \ /
08 0.006232178 .0
08 0.0032781 0012
1 7 x(L)
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Ejercicio 1.11

q
A B
L L7777
2 2
(a)
Figura 1-11
SOLUCION

Célculo de las reacciones en los soportes

Diagrama de cargas. Obsérvese que deben determinarse las cargas concentradas
equivalentes A; de las dos presiones en forma de triangulo rectangulo, asi como su

punto de aplicacion ;. El diagrama de cargas de la viga se proporciona en la figura
1-11b.

Al AZ
| Iy : q
i
é/ L L I
k2 se 2,

(b)

Ecuaciones de equilibrio.

Wor=0- 0 @)EE) Q0@ B)-mo-o

_
A1 X1 AZ fz
qL’
ql? ql? 7 ql* qL
Tzt Rer() =02 Roy == == Ror =]
1
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+—>ZFX=O=>RAX=0

Funciones de fuerza cortante y de momento

Como se observa en lafigura 1-11c, se tomara como origen del sistema coordenado
el punto 4; en consecuencia, x es validapara0 < x < L.

A A,

1
A v Vv B
X
. L L7777
R =q_I< 2 2 >] _qL
AY T, RBY_T
()

Como la distribucion de la carga que actua a lo largo de la estructura presenta una
discontinuidad (en la mitad del claro A —B), deben efectuarse dos cortes
perpendiculares al eje de la viga.

Corte en el tramo (1). Se secciona la viga a una distancia x de A en un punto
arbitrario antes de L/2, es decir, antes de que la intensidad de la carga triangular
alcance el valor de q. El diagrama de cuerpo libre de la seccién cortada se visualiza
en la figura 1-11d.

0< <L
<x<3

Debido a que la carga triangular se encuentra en proporcién, se infiere que

=q—:> '=2—qx
X 1 L

N~
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El equilibrio estatico del cuerpo libre implica que

Alc
flc
r_‘_l
BZM e =05+ % (x)(Z%x)( 2) R L
= = — —_ el e — —_— = = = — _—
corte 1t X > X 3x 1 4x 3Lx
_daMy, _qL _q ,

Vi=—=———

YT a1

Corte en el tramo (2). Se secciona la viga a una distancia x de A en un punto

arbitrario justo después de L/2. En la figura 1-11e es visualizado el diagrama de
cuerpo libre para éste segmento de viga con longitud x.

L
2

<x<1L

Previo a la aplicacion de las ecuaciones de equilibrio, deben determinarse los
valores de q”° y de la carga concentrada equivalente y su punto de aplicacién de la
presién mostrada.

Con base en la fiigura 1-11f, el valor de la intensidad g en funcion de x es

N~

2 . _qL—x) 2q(L—x)
2
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Para la parte izquierda de la presion seccionada, figura 1-11g, se deduce que

”_Erj'(l.—.r]_EqL—Eq.r_z 2g
q = i = L = q—L.r

(x_%)<q_(2q_2L_qx)> (x—%)(—q+2qu)_—qx+2L—qx2+%—qx

L 2q 2q , 2q ,
= —_— —_— = —_— — = — — — L
As. <x 2) <2q i x) 2qx I X qL + qx I x“—qL + 3qx

i L+1( L)_L_l_x L_x L
X2e =5 T3\¥73)T2T3757373
i L+1< L)_L+x L_x L
e =T\ *73) T2 2T 1T 27,
) L\ /qLy gl
xlAl—(§> (I)=E
_ . (x Ly(q , qL)_q3qx2 qL . q , qL  ql?
szZC_<3+3)(Lx Xt ) =3 T Tty Tt
_ x L 2q q 3q qlx q 3qgL  ql?
A, = (Z41Z2) (22,2 —L)=——3 °4 o 42t 4 o, 24b 0 44
X3f3c (2+4)( L X t3ax—a T I T S I

La informacion obtenida se acomoda en la tabla 1-19.
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Componente A X XA
! ak L Lt
4 3 12
2 L L L L?
9,2 _ a~ i 4.5 9= 9v
[~ R 373 31 T T2
. —qu2+3 x —qL f+£ 1 2 Ak,
L -4 2Ty | Tt
q , qL 2q ql?
Z L T 3L T T
Tabla 1-19
Finalmente, el area total (carga concentrada equivalente) es
L
Ar = —%xz + 2qx—q7
y el centroide del area (punto de aplicacién) es
-2 L?
_ YxA 3qu3+qx2_?1_2 _
Xr y 7@ la derecha de A; donde x; < x
) Ty2 4 2qx — CIT
Por lo tanto,
a Mcorte =
—<q 3 2 ql?
L L =7 X+ qxt — 15
—M2+qT(x)—(—%x2+2qx—q7> x —3L 1L2 =0
—%xz + 2gx — QT
qL q qL  2q qL? 3qL  ql?
M, = — L3 —ogx?2 + 2 =22 43 2 _ 1= _ 4,3 _ 2 g2t 17
5 4(x)+Lx qx +2x 3Lx + qx B 3Lx qx- + AT
aM, q ,
= = — -2 -
v, I Lx gx +
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Calculo del momento maximo de cada tramo
0<x< L
<x<-
2

La posicion del momento maximo es

El valor maximo del momento es

qL (L q
M = (3) =3 (

La posicién del momento maximo es

3qL
V2=0=%x2—2qx+%
1\ /3
%2 3 (D% \/(‘2)2 -4(7)(31) 241
——2x+-L=0>x= >x = ;>L
L Xty X 2(1/L) X (2
3 1
xl_zL xZZEL “Xmax2 = 5L

El valor maximo del momento es
3 2 2 2
q (1 ) (1 ) 3qL(1 ) qL qL
Mparz ==—|=L) —q(=L) +—(zL)——==—
max2 = 37\ 2 120 TN T T
Para determinar el momento maximo de toda la viga deben compararse los
momentos maximos de cada tramo y elegir el mayor. En este caso, por la simetria

. s - . g L .
de la viga el momento maximo y su posicion (5 forzosamente) del primer tramo
coinciden con los del segundo tramo.

Ecuaciones de la pendiente y la deflexién usando el método de la
integracion directa

Al aplicar la ecuacion diferencial
dZ

El— =M
dx?
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e integrarla dos veces en cada tramo, se obtiene

o< <L
_X_z
d*y d’y qL q d(dy) gL q
El—2 =M, > El—2 =1 x - L35 F] _ (_ _4 3>d
dxz 1 dx2 4> 30" fdx J4x 3L* )
EIO =%x2—ix4+C -—
17 g 12L 1
Elfdyz-f(%xz—ix4+6)dx:>E1y =%x3—ix5+Cx+C -— (2
8 12L ! 1794 60L 1 2
L< <L
2_x_
d’y d’y q 3qgL  ql?
[ A YR L A, S BN BTl BV
dxz 2 dxz _3LY Tt YT

d(d 3qL L?
Elf%zf(%(x)3—q(x)2+i(x)—q—>dx

3 2
q , 9x° 3qL , ql° L
o Tt Y it — 0

3 2

q qx 3qL qlL
El | dy = 4_ 2 _ 17 c. \d
fy f(lZLx 3 78" 12x+3>x

q q ., a5 4l
Ely, = ﬁxs —Ex“‘ +§x3 —ﬁxz +Cx+C—— (@

Elez =

Método del trabajo virtual unificado con el método de la integracion
doble

Para calcular las cuatro constantes de integraciébn anteriores usaremos cuatro
condiciones, primero dos de frontera y luego dos de continuidad. La deflexion en el
punto A de la viga es nula, asi que, 1) y; =0enx = 0; en ese punto el giro es
desconocido, por lo que la segunda condicion se planteara a partir de calcular la
rotacion en A (6,). Luego, por continuidad se establece que

L L
3)91=928nx=5 y4‘)y1=y2enx=5

Para calcular el giro en A (8,), es decir la rotacion cuando x = 0, aplicamos el
método del trabajo virtual.
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Momentos reales M. Corresponden a las siguientes funciones que ya han sido
deducidas:

qL q L
M1:TX—3—LX3 OSXSE
q 3gL  ql? L
M — 3 _ 2 - < <L
2 3Lx qx +—4 X 12 2_x_

Momento virtual my. Remitase al ejercicio 1.8, figuras 1-8f y 1-8g.

1
m19=1—zx 0<x<L

Ecuacion del trabajo virtual. Entonces, la pendiente en A es resultado de

LZMmg
16A:-]- dx
Ly

El

L L
1 (2/qL q . 1 1 (2/qL q q q 1 1qL
Il el R 1-= I R O S S S _4) I [
0( ST )( Lx>dx El ), <4x 303X Tapr )™ *

L
2

a ., 9 5. 9 . 1[qL /N> q (I\N* q (I\*° q /L\’] 17qL?
et i[5 6) ) 50 )]
12L 12 15027 1y T Er| 8 \2) 120.\2) 12\2) " 1512\2 960EI

1 (L 3qL L? 1
= |, <ix3—qx2+ix—q—><1—zx)dx

1 ("(q 3gL  ql* q q 3q qL
— .3 2 . _ = 7T .4 13 _ 1.2 1
f <3Lx qx“ + 2 X 1 3L2x +Lx 4x +12x dx

1 (L q 4q , 7q ,  5qL ql? 1 q . q
——j (——x4+—x ——x*4+—x——)|dx =gl e ® +ﬁX4

)+ o)L (o O)
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11 31qL3 N 5qL3 _ 49ql® 5ql? qL3l ql3

El| 280 ' 16 96 ' 16 24| 120E1
17qL>  ql3 5qL3 5qL3
A= 960EI T 120EI _ 192EI “6a = 192E1>
Por lo tanto, la segunda condicion de frontera es: 2) 6; = — 159‘7;; enx =0.
Sustituyendo la condicién 2) en la ecuacion (1) da
¢ <_5qL3> - © (0)* - L (0)*+ (=€ = ~Sal
192E1 8 12L 192
Sustituyendo la condicién 1) en la ecuacion (2) tenemos
L 5qL3
FI(0) = 2 (0)° = =1 (0)° = Z12(0) + G, 24 G, = 0

Aplicando la condicién 3) se obtiene

1<qL , 4 ., 5qL3> 1<q A qx3+3qu2_qL2

T El

121 T3 T8 12

El

L
8% "121F T 192 x+C3>'enx:§

%(é)z _L(£>4 _5qB _ L(£>4 _z(£>3 +%(£>2 _q_L2<£) e

8 \2 12L\2 192  12L\2 3\2 8 \2 12 \2 3
q I\ q L)3 qL(L)2 qLZ(L) 5qL3 3( 1 1 1 1 5)

G = 6L<2) +3<2 4 \2 +12 2 192 =al 96+24 16+24 192

qL?
fCy=——
64

La aplicacion de la condicion 4) conlleva a

1(qL , q . 5ql% 1(q . q , qL , ql* , qlx L
_ — — — = —| —— —_—— —_— —_—— —_ n =
El <24x s0L” ~ 19z )T EI\eorY 12X T8N Tz ¥ TTea Tl4)eNX =3

L\° INY gL /LN gl? /LN\N? qL3 /L
-+ 50 - B0 G- 50
30L \2 12\2 12\2 24 \2 96 \2

gL*
960

c L4< 1 N 1 1 4 1 1 > c
= -ttt ————] > = —
+ =1 960 192 96 96 192 4

En consecuencia, las ecuaciones de la pendiente y la deflexion son
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0< <L
_X_Z
6_1qL2 q , 5qL° _1{qL , q . 5qL
LTEI\8 Y T12rt T 192 LT EI\22" "ot T 192”
L< <L
Z_X_
1/ q qx3 3qL ql? ql3
9 - 4 2 _ 42 L _ 1=
2 E1<12Lx 3 78" 127 64
1(q . q , qL , ql*> , ql* qL*
yz_El<60Lx 2° Y T T et 90
Célculo de la flecha méaxima de cada tramo
0< <L
_X_Z
qlL q 5qL3
EIf, =0 = =x2 — 4 _
0,=0=45x"~101% " 192
1 L 513 1 L 5I3
A2 T it — 2 2 _ e e
12Lx +8x 192 0;six Z¢ =2 x z, entonces 12LZ +8z 193
L L2 1 513
—(g)ij(ﬁ) —4(—m)(—m> 1.1
_ _ 8_12 2
zZ= = L
2(_L) 1
12 6
5
=— 2 =—12
Zq Zy 7
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1[qlL (L>3 q (L)S 5qL? (L) qL* qL* .
=_—_|=(=) ———(=) - -] =— e =——
Ymaxt = pr\ 24\2) “eor\2) T 192 \2 Ymaxt = T 1o0p] T Ymaxt T To0p]

<x<L

N~

q , qx® 3qL 2_qL2 _qL3_ 1, x* 3L, I? L3

—_—— JR— _—X - —

B0, = 0= ~ 3t " a1 378 12 &

Evaluamos el siguiente polinomio de 0 a L, ya que la solucion que nos interesa debe
estar en el intervalo [0, L]:

1 1 . 3L 2 3
[ . | 2 -
fQ =¥ —3x+gx — X~ g

Los resultados de la iteracion se proporcionan en la tabla 1-20.

x (L) F@) ()
0 -0.015625
0.1 -0.02053
0.2 -0.019825
03 -0.0152
Tabla 1-20 0.4 -0.00815833
05 0
0.6 0.08175
0.7 0.0154
0.8 0.0211
09 0.02438
1 0.026

xmaxZZEL
(&l LG Y Ty Y-
Ymax2 = prigor\2) ~12\2 g \2) ~24\2) 62 \2) 960
__at’ . _ 9
Ymax2 = T 190E] ™ Ymaxz = 190E]

Diagramas de fuerza cortante, momento flector, rotacion y deflexion (curva
elastica)

A partir de las tablas 1-21, 1-22, 1-23 y 1-24 se determinan los diagramas
solicitados, figuras 1-11h, 1-11i, 1-11jy 1-11k.
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x0 VoL
—+— DIAGRAMA DE CORTANTE
] 025
01 024 0.3
02 021 o2 s
03 016 \\
04 0.09 01 \\
Tabla 1-21 oS 0 g o (h)

05 0 oz ofa \5 g 12

06 009 01 3

07 o6 \\
02

. -
08 021 \‘*-—-_4.
09 024 03 )
*(L,
1 025
% (L) M (Q°L2)
5 . —+—DIAGRAMA DE MOMENTO
01 0.024666667 0.0s
0.08 =
02 0.047333333
— 007
03 0066 = 7 it
04 0.076666667 g 008 == ES
. . o
Tabla 1-22 Soos / 3 i
05 0.083333333 = .02 / S (I)
05 0083333333 0.03 Z N
06 0.075666667 0.02 // \\
07 0.066 0.01
08 0.047333333 0
09 0.024666667 0 0.2 o4 0.8 08 ! 12
(L]
1 5 (L)
(L 8 (@L3)VED —+—DIAGRAMA DE GIRO
0 ~0.026041667
0.03
01 -0.0248

-
02 0.021175 0.02 SZ=SE

03 -0.015466667 //
0.01

Tabla 1-23 04 0.008175 % /"
05 0 s 0 (J)
<1 oz u}/ alE g 12
03 0 = -0.01 2

0.6 0.008175 /

07 0.015466667 -0.02 -
‘,_,c/

09 00243 003

7 0.026041667 X
% (L) ¥ ((QL4)El)

0 i —+— DIAGRAMA DE FLECHAMIENTO

0.1 “D.002562667 0

02 04 06 0.8 12

02 -0.004330333 -0.001 \ /

03 -0.006728 -0.002 \ /

04 -0.007920667 = 0003

Tabla 1-24 g X 7
05 _0.008333333 F -0.004 (k)
S

05 -0.008333333 & -0.005 \ /

06 ~0.007920667 > -0.006 \ /

07 -0.006723 -0.007

08 _0.004830333 -0.008 s====
09 _0.002562667 -0.009 )

x (L]
1 0
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Ejercicio 1.12
2T/m
3T ¢
16 T/m 1T/m
3T m
B c )D
A é%
2m 6m 1m
(a)
Figura 1-12
SOLUCION

Calculo de las reacciones en los soportes

Diagrama de cargas. Al analizar la carga trapezoidal, es conveniente dividirla en una
carga uniforme y una carga triangular, figura 1-12b. Las areas y los centroides de

areas se presentan en la tabla 1-25.

Componente AT X, m XA, T-m
(D=rectangulo | 6(1) =6 %(6) —3 18
(2)= triangulo ? =3 %(6) = 6
(b) ZA =9 ZJEA =24
Tabla 1-25

Entonces, la carga concentrada equivalente de la carga trapezoidal distribuida es

A1=ZA=9T

y su linea de accion esta localizada a una distancia de

__NEA_24Tm 8
= = = — a la derecha de
175y or 3™

La fuerza resultante de la carga distribuida uniforme y su punto de aplicacion son,
respectivamente
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A, = (6T/m)(2m) = 12T X, = (1/2)(2m) = 1m a la izquierda de B

El diagrama de cargas de la estructura, figura 1-12c, se completa identificando las
reacciones en los soportes proponiendo sus sentidos arbitrariamente.

A, = 12T A, =9T
1737/
37 |

67]|/m 1T/m

2m>I<RBY 6m R im
3 10

T-m

f2=1m f1=§m m

&S 3

(©)
Ecuaciones de equilibrio.
8
B MB =0 = —(3)(2) — (12)(1) + 9 (§> —6(Rey) +3=0=:Rey =1571
10
B MC=0=3-9 (?) +6(Rgy) — (12)(1 + 6) — 3(8) = 0 = Ryy = 22571
+_)ZFX:0:>RBX:O
Como comprobacién, se cumple que
+TZFY=—3—12+1.5—9+22.5=0 ok v/

Funciones de fuerza cortante y de momento

A: =
ar

T =
2Tym AT

1
1
1
1
T

6 Tfm 1T/m
T'-m
; c
C A <
gy = 22.5T v = 13T
L dm bm lm .
T Fal Fal) -
a 10
T T -
(d)
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En lafigura 1-12d se especifica la coordenada x a utilizar cuyo origen asociado esta
en A; note que x es valida para 0 < x < 9m. Debido a los cambios en el tipo de la
carga distribuida y a las fuerzas reactivas en B y C, las funciones de las acciones
internas son discontinuas en esos puntos, asi que deberan efectuarse tres cortes
perpendiculares al eje de la viga para definir el momento y la fuerza cortante a lo
largo de la estructura.

Corte en el tramo (1) (A — B). Se secciona la viga a una distancia x de A antes del
punto B, es decir, antes del punto de intensidad de 2T /m de la presion trapezoidal.
En consecuencia, el diagrama de cuerpo libre de la seccién cortada, figura 1-12e, y
su equilibrio estéatico son

0<x<2Z2m
3T E Mcorte =
16 T/m x
— _ i — —2qx2 _
, M, M; = —6(x) (2) 3x 3x* —3x
q«x v, dM,
L= I = —6x—3
(e)

Corte en el tramo (2)(B — C). Se secciona la viga en un punto arbitrario que se
ubigue justo después de que comience la carga trapezoidal distribuida pero antes
de que la misma termine; se cumple que la longitud de la viga va desde el punto A
hasta después del punto B, pero sin llegar al punto C. En la figura 1-12f se muestra
el diagrama de cuerpo libre para éste segmento de viga con longitud x.

2Zm<x < 8m

2T /m

Ho
.
3
H
|
=]
E
W

H

Previo a la aplicacion de las ecuaciones de equilibrio, debe hallarse el area y su
centroide de la presion trapezoidal del corte.
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Con base en la figura 1-12g, por trigopnometria puede determinarse el valor de la

intensidad W, en funcién de x.

1T /m y
6m  8m—x
1@B.—-x) 4 1
" 6 3 6
1 7 1
W1—1+y=1+(§—gx>—§—gx

A continuacién, a partir de la figura 1-12h se hace el analisis de la carga trapezoidal

distribuida del corte.
2T/m

7 1 7 1 ) 14 1 1 ) 8 14
=G (3-gx)=gr g -y gx=pE g
_ _(7_1 1 1
L 62068) won(dedy) beedeidobs
2 2 2
1 ) 1 1
A2=§x —§x+§
o oox=2 1 . ox=2 1 2
n=— =§x—1;x2= 3 —3%73
B 1 ) 8 14\ /1 1 3 4 ) 7 1 ) 8 14
fm = (-gebgr =) (g1 =g h g gx g —gx b
1, 3, 14
xlAl——Ex +Ex —5x+?

3 x2 x x* 2x 2

_A_(l , 1 +1)(1 2>_x N N
22 =\ T3*T3)\3¥ 73/ 736 979 1879 9
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La informacion obtenida se presenta en la tabla 1-26.

Componente A X XA

(D= rectangulo L2 3, 1 L1 Lol s
- 9 6* 7373 2" 12° Tt T
(2)= triangulo AP Y. P P T U o
9 2% 7373 3% 73 36° 6F T3% 79

Z 1,7 13 X3 +4x2 L4x 40

= —— x4+ -x——= ——t————+—

12 373 1873 3 "9

Tabla 1-26

Finalmente, la fuerza resultante es

y el centroide a través del cual actua es

_ x3 4x2 14x 40
_Z¥_T1BT3 "3 V9 1 derecha de B, donde %5 < (x — 2)
S 4 12,7, 13 ’ '

_ 2 N =
12X t3X—3

Xt

En consecuencia,

E Mcorte =0=> —M, — 3(x) — 6(2)( 2)+ (x— 2)) +225(x—2)

x3  4x?  14x 40
AV ) | POVRPN (R - T M2 | B
12 373 )| 1 .,7, 13
12 3 3
x? 7 13
M, =—-3x—12(x —1) +22.5(x — 2) — _ﬁ +§X—? (x—2)

[ M A o ox 4124 225x— 45 X T 1B
1873 3 Tg)T T X 12 73%¥ 737

L1, 1 +26)+ —x3+4x2 14x 40\ _ 3(1 1)+ 2( 7 1+4)
6 T 373 18 73 3 "9)7* Y\73

12 18 6" 3
(1314 14 N (o, 26 40\ 1, 7, 71 335
x(z 3 3 ' )( 3 9)"36" 6 T8 9
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Corte en el tramo (3)(C — D). En lafigura 1-12i se representa el diagrama de cuerpo
libre correspondiente a la porcién izquierda de la viga que se produce al cortarla en
algun sitio intermedio del tramo C — D. Por lo tanto,

8m<x <9m

Z‘T/m
3T

l 6T /m 1T/m
B C
! s ?MS

Rgy = 22.5 T>I< Rey =15 11
6m

2m xX—8m

V3

X

(1)
B Mcorte = 0 = —M, — 3(x) — 6(2) (%(2) 64 x— 8) +22.5(6+x — 8)

8
—9(6—§+x—8>+1.5(x—8)=0

M3z =—-3x+12—-12x — 45+ 225x + 42 - 9x + 1.5x — 12 = -3
dM;
3 = _d =
X
Célculo del momento maximo de cada tramo

0<x<2m

Para hallar la posicion del momento méaximo en la region A — B hacemos
3 1

1 X X X 6 >

Debido a que la solucion no tiene sentido, o sea que no esta dentro del intervalo de
distancia analizado de la viga [0,2m], el punto donde se ubica el valor maximo del
momento esta en el limite superior. Por lo tanto,

Xmax1 = 2m Mpax1 = —3(2) — 3(2)2 =—18T'm
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2Zm<x < 8m

El momento méximo del tramo B — C se localiza a una distancia respecto de A de

7 7\’ 1y(71
pomd i Ten 7o, ZCDHE) @) e
Z(ﬁ) I3
x; = 3(V6) + 14 ~ 21.34847 m x, = 14 — 3(V6) ~ 6.65153

“ Xmaxz = 3(V6)m = 6.65153m, ya que estd dentro del intervalo de distancia
analizado de la viga [2m, 8m]. Entonces,

335

Myan= (316) (14-3(v5))’ ( )(14-3(48)) ( ) (14 -3(v8)) - ==
Mpaxz = (9V6 — 24)T -m = —1.9546 T.m
8m < x <9m
El momento es constante a lo largo de este tramo, por lo que M,,,,3 = =3 T.m.
Realizando una comparativa, el momento maximo para toda la viga es de

M, = 18T - m y se presenta en el punto x,,,, = 2m; la posicion se mide a partir
de A.

Ecuaciones de la pendiente y la deflexién usando el método de la
integracion directa

Al aplicar la ecuacion diferencial

d?y
El—=M
dx?

e integrarla dos veces en cada tramo, se obtiene
0<x<2m
A VRl SRS SRPIN [ CO D PERE
E— 1= W——x—x: W— (—X—X)X

d 3 d 3
EI% = —y3 _Exz + Cy; si % = 0, entonces E10, = —x3 —Exz +C—— @

3 1 1
Eljdy=j(—x3—5x2+C1)dx:EIy1=—Zx4—§x3+C1x+C2———> ©)
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d(d 1 7 71 335
Elf (dxy)zf(—x3——x2+—x——>dx

gL 7 T, 335
dr 144" T18F T2 TTg *Ts

dy 7 71 . 335
si = = 0, entonces EI0; = mx“‘ —Ex3 +Ex2 — g Xt G- ©)

Elfd _f(l A 7 3_|_71 5 335 +C)d
Y= \1a2™* “18% T12¥ T *Ti3)HM
1

7 71 335

— 5 _ a4 73 227 2 S
Ely, 720x 72x +36x 18x + C3x + Cy —>@

8m<x <9m

dy

El— =M, = EI —3=EIl
3 dx

dx? dx? d

d?y d?y ddy) _ ]
X

d
Si % = 0, entonces EIf; = —3x + Cs — — (5)

3

Método del trabajo virtual unificado con el método de la integracién
doble

Para calcular las seis constantes de integracion anteriores usaremos seis
condiciones, primero dos de frontera y luego cuatro de continuidad. Como no hay
algun apoyo en 4, la viga puede desplazarse verticalmente y girar en tal punto, asi
que, )y, =;?enx =0y 2)0;, =;? enx = 0. Luego, por continuidad se establece
que 3)6;, =6, enx=2m 4y, =y, enx=2m,5)60, =0;enx=8my6)y, =y;
en x = 8m. Para determinar la rotaciéon y la deflexion en A aplicamos el método del
trabajo virtual.

Se sigue el siguiente procedimiento para calcular 6,.
Momentos reales M. Corresponden a las siguientes funciones que ya han sido

deducidas:
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M; = —3x% —3x 0<x<2m
vl 7, 7L 33 < v <
2736 T T T g msXxsom
M; = -3 8m < x <9m

Momentos virtuales my. La pendiente en A se determina al colocar un momento de
par unitario virtual de sentido propuesto horario en el punto 4, figura 1-12j. Note que
las cargas reales son removidas y que debe usarse la misma coordenada x de la
estructura real. Después de calcular las reacciones en los soportes, se deducen los
momentos internos my con el método de las secciones.

1
BZ MB=0=1-6(Rey) =0=:Rey = 7

1 1
+TZFY= 0= —Rpy +2 = 0= Ryy Zgl
Es necesario efectuar tres cortes en la viga anterior.

En la figura 1-12k se muestra el diagrama de cargas de la seccion cortada en el
primer tramo.

0<x<2m
1
F Mg B mcorte =
vy
N —-myp+1=0=>myy=1
(k)

El diagrama de cuerpo libre de la seccién cortada en el segundo tramo se indica
en la figura 1-12I.
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2Zm < x < 8m

"'{ Mg EZ mcorte =0
ol B
1 ] 1
. =y o —mzg +1-2(x=2) =0
"-\.zm#""\. I_gm ~
< > _ 1.4
x ng— 6x 3
()

El diagrama de cargas de la seccién cortada en el tercer tramo se proporciona en
la figura 1-12m.

8m<x<9m

1
\ _
‘/A + mcorte = 0
1
Ray:_ 1 1
- 6 —mgg+1—=(6+x—-8)+-(x—8)=0
™ o Em 6 6
< 1
x m39=1+8(—6—x+8+x—8)=0
(m)

Ecuacion del trabajo virtual. Entonces, la pendiente en A es resultado de

1-0 szMmed
. 4 — X
TE

1

8

1, 7, 71 335/ 1 4
(3008 - 22 +ox =) (—gx+3)dx
, \367 6

19—1]2(32 (1) +
ATE) Y T El 6" 9

1 9
+EL (—=3)(0)dx

Resolviendo integrales por separado se tiene

1 (2 1 2 1 3 .1
~ | a2 1) =— | (=3x2— 2_[_3__ 2]
EIJO (—3x%—3x)(1) EIJO (—3x% —3x)dx T X .

1 3 14

1f8<1 , 7 2_|_71 335)( 1 +4>d _1f8< 1 4_|_7 , 71,
El), \36" "6 "6 9 )\T6""3) ™ TE), \"216" T36" 36"
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L3351 14, 142 1340)
54 Y T7Y TN TTg * T )
1 18( 1, 25 o 127 , 1187 1340)d
“E),\"216" T108" "36" Tsa T 27 )%
1 [ 1 4 25 , 127 3+1187 , 1340 ]8
“EIl"1080% T332 T7108F T108* T 27 *l,

17 -1 25 127 1187 1340
R 5_ 95 - 4 _ 94\ _ 3 _93 - 2 _ 92 __ "~ "7 _
= EI [1080(8 2) 43378 =2 — g (B =20+ 7 (87 =29 ——=—(8 - 2)

1 ( 1364 2125 1778 5935 2680)_ 126
T EI 45 9 3 9 9 ) 5EI

1 9
Ef (=3)(0)dx =0
8

14 126 196

Como la suma algebraica de todas integrales para toda la viga es negativa, 8, tiene
un sentido opuesto al del momento de par unitario.

g, 196

"A T SEI
Recuerde que una pendiente con sentido antihorario es positiva de acuerdo a lo que
se establece en el método de integracién doble; por tanto, la segunda condicién de

196

fronteraes 2) 6, = o enx = 0.

Se sigue el siguiente procedimiento para calcular Jy,.
Momentos reales M. Las funciones correspondientes ya han sido mostradas.

Momentos virtuales m. El desplazamiento vertical en A se obtiene al colocar una
carga virtual unitaria con un sentido supuesto hacia abajo en ese punto, figura
1-12n. Note que las cargas reales son removidas y que debe usarse la misma
coordenada x de la estructura real. Después de calcular las reacciones en los
soportes, puede usarse el método de las secciones para formular los momentos

internos m.
11
A ji} x %? D
Rgy = Rey = 1
3

2m 6m 1m

w |
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1
E MB =0=—-1(2) +6(Rcy) =0 =2 Rey = §1

1 4
+TZFY:0:>_1+RBY_§:0:>-'-RBY:§I +_>ZFX:0:RBXZO

Es necesario efectuar tres cortes en la viga anterior.

En la figura 1-12fi se muestra el diagrama de cargas de la seccion cortada en el
primer tramo.

-m;—1(x)=0=>m; = —x

El diagrama de cuerpo libre de la seccién cortada en el segundo tramo se indica
en la figura 1-120.

E mcorte =

o ¥ . 166 + 2 (x=2) = 0 L3

< > —m, — ~(x—2)=0=>m,=-x—~
- m; (x) 3 (x ) ms 3 ve 3
(0)

la figura 1-12p.

l:

El diagrama de cargas de la seccién cortada en el tercer tramo se proporciona en

8m<x<9m

EZ mcorte =0

4 1
—mg—lu)+§@+{x—@)—§@—8)=o

) B 8 4 1 .8_
P msz = —X 3 3 X 3 X 3 =
Ecuacién del trabajo virtual. Entonces, el desplazamiento vertical de A es

i
e j;
o3

e

1]
d | s

M
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1- SVAz—f( 3x% — 3x)(—x)dx

1 8( 1 7 71 335) (1 8

—x3 ——x*+—x—— 3%73 dx+—f( 3)(0)dx

36 6 6 9

Resolviendo integrales por separado se tiene

1f2(32 30)( )d—1f2(33+32)d—1[34+3]2

EIO X X X x_EIO X X x—EI 4x X
1173 20

— 1= 4 _ n4 3 _n3 [

El [(4)(2 )+ O)] El

1 (%1 . 7, 71 335,/ 8 181 , 7 5 71, 335
- (— 3——x2+—x——)(§x——>dx—— X Xt X 5 X —

0

Er), 36" "6F T 9 3 108° 18" T 18 27
2 5,28, 284 2680\ 1 8( 1,25 . 127 , 1187 +2680>d
27% "9 T YT 7 ) T E), \To8* Ts4* T8 T 27 T 27 )
_ [ 25 , 127 , 1187 , 2680 ]8
T EIl540" T 216" Tsa ¥ T 54 X T 7 %,
25 127 118 268
85 —2%) — —2* 8% —2%)———(82-22 —8—2]
= [e3 (8 — 25 — 52 (B~ 2) 4 o (8 — 29— (82— 2) + o (8~ 2)
1 [2728 4250 3556 11870+5360 252
EIl 45 9 3 9 9 | SEI

1 9
Ej (-=3)(0)dx =0
8

20 252 352

Oys = +0=——
va=grtset 5EI
Dado que la suma algebraica de todas integrales para toda la viga es positiva, &y 4
tiene el mismo sentido que la carga virtual unitaria.

s _352l
COVA T 5]

Tomando en cuenta que un desplazamiento hacia abajo es negativo de acuerdo a
lo que se establece en el método de integracion doble, la primera condicién de

frontera quedaria como:1)y = —% enx = 0.

Sustituyendo la condicion 2) en la ecuacion (1) da
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196 3 196
— (M3 _ 2 m2 o=
EI (551) (00 =5 (02 +C; =2 €y ==

Sustituyendo la condicién 1) en la ecuacion (2) tenemos

352 1 1 196 —352
- __ 4 _ 3 - K = —_—
EI( SEI) (0 =0+ (0) + €, = €, = —

Aplicando la condicion 3) se obtiene

s 32, ot 7 s, 71, 335 ,
WXt G =t g Xt — g x G enx =
3 196 71 335
—(2)P - (2 +—=—()" 23+ —=(2)2-==(2
(@ 2@ = (D~ @ 4 (2 () + G,
7 3 335 196 3554
— (94 3 Nf(_-_ '~ I T
(2)<144>+(2)< 18>+(2)< ) U( ) 5~ =73
La aplicacion de la condicion 4) conlleva a
1 1 1 7 71 335
_ 4 3 _ 5__ 4 - o —
4(x) 2(x) + C1(x) + G, 720x T X +36x 18x + C3x+ Chenx =2m

_%(24) _%(23) * (12_6) (2) = % B (720) @ - ( 72) @7+ (%) @

()@ + () @rama= -

Haciendo uso de la condicién 5) se deduce que

Y A A S N Y =8
T Tt tpX T g Xt G =3+ Gyenx =8m

(144)( )= <178) (8)° + (%) Ol (335)( 8+ - 3@+l G = 65_6

Aplicando la cuarta condicién de continuidad resulta

1 . 7 ,. 71 . 335 3
mx —7—2x +%x —Ex +C3x+C4,=—§x + Csx + Cg,enx = 8m

()@ -G @+ (G 0 - (o + (G5 ©-3

= (——) (8)2+—(8)+C6 > Co = —%

En consecuencia, las ecuaciones de la pendiente y la deflexiébn en cada tramo son,
de manera respectiva
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0<x<2m

2Zm<x <8m
1 7 71 335 3554)

1
N 4 _ .3 a2
0, = ( 122" 1Y tEY T ¥t s

_1(1 o7 4,71 335 , 3554 880)
2= Er\720° T72% T36* "18F TTa5 FT o

8m<x<9m

o= (es )
3T R\ T

_1(32+66 48)
YsTEI\T2Y "5

Célculo de la flecha maxima de cada tramo

0<x<2m
EIG 0 3 3 2 4 196
1 2 5
Usando la técnica de la division sintética hallamos una raiz.

3
1 3 0 196
2 5

2.9635 \) —2.9635 —13.2276 —39.2

-1 -4.4635 —13.2276 0

(x —2.9635)(—x2 — 4.4635x — 13.2276) = 0
X1 = 2.9635
Las raices restantes se pueden calcular con la férmula general.

—x? — 4.4635x — 13.2276 = 0

| —(—4.4635) + \[(—4.4635)2 — 4(—1)(~13.2276)
x= 2(-1)
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4.4635 — v—32.9882
Xy = - = —2.23175 — 2.871744

_ 4.4635 +/—32.9882
B -2

X3 = —2.23175 + 2.871744
Obsérvese gque de las tres soluciones anteriores ninguna pertenece al intervalo de
distancia analizado de la viga [0,2m], por lo que la flecha maxima esta ubicada en
el extremo donde no esta el apoyo, asi que x,,4.1 = 0. Entonces,

_1( Loy Logyz 2 196 352>:> 352 —704
70.4
“ Ymax1 = W ‘L
2Zm<x < 8m
oo L4 7 5 71, 335 3554
2= T8 T12Y T 9 ¥ s
1 7 71 335 3554
144 18 12 9 45
4.26119 0.02959 —1.53103 18.68801 —78.97778
1
_— —0.35930 4.38563 —18.53421 =0
144

1
(x —4.26119) (mx3 —0.35930x? + 4.38563x — 18.53421) =0

x, ~ 426119
L 035930 438563 —18.53421
144
36.4053 0.25281 —3.876633 18.53
1
_—_ —0.106485 0.50900 ~ 0
144

1
(x — 36.4053) (mxz —0.106485x + 0.50900) =0

x, ~ 36.4053
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1
— x2 — =
144x 0.106485x + 0.50900 =0

x3 = 7.66660 + 3.81224 x4 = 7.66660 — 3.81224

Note que de las cuatros soluciones anteriores, la Unica que esta dentro del intervalo

de distancia analizado de la viga [2m, 8m] es x,, asi que X,,4,» = 4.26119 m. Por lo
tanto,

_ 2 (1 )(426119)5 (7)(426119)4+(71)(426119)3 (335)(426119)2
Ymax2 = g\ \720) ™ 72) V" 36) " AR

3554 880 23.32049531 23.32049531
+(5) 6426119) = (57) | = ymaa ~ =g =+ Ymae =g 1

8m<x<9m

66

6. =0=—3x+2 S _ 44
= = — —_— = = — = 4,
3 Xt 7T

Como x esta fuera del intervalo del intervalo de distancia analizado de la viga
[8m,9m], se concluye que x3,.x = 9m. En consecuencia,

L 3\ vz, (0° 48 123 12.3
Ymax3 = E <_ E) (9) + (?) (9) - ? = Ymax3 = _W =% Ymax3 = El \)

Diagramas de fuerza cortante, momento flector, rotacién y deflexién (curva
elastica)

Con base en las tablas 1-27, 1-28, 1-29 y 1-30 se dibujan los diagramas requeridos,
figuras 1-12q, 1-12r, 1-12sy 1-12t.

*(m) V(Ton)
0 3 —+—DIAGRAMA DE CORTANTE
05 5

10
1 3
15 Az 5 [ =
2 5 ""-——-H

e
7 75 _ 0 e ——
3 556333333 - . . 3 10
4 383333333 = \
-

5 225 -10
B 0.83333333
7 0 41666667 -15
B 5

-20
3 0 x(m)
9 0
Tabla 1-27 Q)
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=(m) M (Ton*m)
3 3 —+—DIAGRAMA DE MOMENTO
[ 235 0
i ] o 0 3 =
15 ETES a X S=
7 KH . X =
z EE — \
E -8 = z
E] TM.a722222 - \ 7
g -10 S #
4 BITTTFIT0 = ;% 7
-12 7
E) ENE) = b =
a 2 2009702 14 A S
7 A TTTR 16 7
B = -18
[ -3 -20
- . x(m)

Tabla 1-28 (N

| B1EN i
- — —+— DIAGRAMA DE ROTACION
[ T 50
i W
15 iZAE 40 i -
z 2 30 S
N
z = =
— Y
s T AR g 20 =
~
i T e S -
3 o ~
3 TR 0
7 TG 10 .
i ARG i
T 58 20 ]
x(m)
7 EET

Tabla 1-29 (s)

) Wi1ED
o 0.4 —+— DIAGRAMA DE FLECHAMIENTD
[ SOBTHIIS a0
1 S
L] ~14 BRATIE 20 = —— =
FJ o e ——
2 b
F3 o o
i
3 173600550 = ‘i’ E B e %
=
4 2311111 = -0 7
_— F
5 21.9375 = i
3 18.8682880 0
7 EESEETEEED +
-0 1
Bl [ ri
Bl [
5 =TT -B0
0.3 2T xlm)
El A2

Tabla 1-30 ®
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Ejercicio 1.13 Determine las reacciones en el empotramiento A y las ecuaciones
para la pendiente y la deflexion usando el método de la doble integracion de la viga
mostrada en la figura 1-13a. EI es constante.

~

(a)
Figura 1-13

SOLUCION
Reacciones en los soportes

Suponiendo el sentido de cada reaccion arbitrariamente, se tiene que el diagrama
de cargas de la estructura es como el que se observa en la figura 1-13b.

P

\
eSS
o]

(b)

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio en tal diagrama resulta

EZMA =0= M, +(P)L) =0 =M, =PLC

+_)ZFX:O$RAX=O

+TZFY=O:>RAY—P=O=>:.RAY=P1

Tenga en cuenta siempre que si una magnitud resultara negativa para una fuerza
reactiva, entonces debera invertirse el sentido propuesto de esta.
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Funcién de momento

En la figura 1-13c se indican esquematicamente los resultados obtenidos. Como no
hay discontinuidad de carga, sélo se necesitara efectuar un corte perpendicular al
eje de la viga para para definir el momento interno a lo largo de ella. El origen del
sistema coordenado, que bien puede elegirse en el extremo empotrado A, se
selecciona en el extremo libre B.

~

(€)

Se toma una seccion cualquiera de la viga a una distancia general x a partir del
origen de coordenadas. Con base en el diagrama de cuerpo libre de la seccién
cortada, figura 1-13d, en el que las acciones internas actdan en su direccion
positiva, se escribe la ecuacion de momento flexionante en funciéon de x.

0<x<L

o

=
N
—
[ws]

(d)

E Mcorte=0=>M+P(x) =0=> M = —Px

Ecuaciones de la pendiente y la deflexién

Al aplicar la ecuacion diferencial

e integrarla dos veces, se obtiene
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d?y d(dy) dy P,
Elw——PxiElfw—f—PXdX:>Ela——Ex + Cq

d P
d—y—G entonces EIH——Ex +¢—-—Q

P
Elfdy f ——x +C; dx:EIy——gx +Cix+Cy——> (2)

Las dos constantes de integracion resultantes en las expresiones que definen las
curvas de pendiente y de deflexion deben calcularse a partir de plantear condiciones
gue permitan evaluarlas. Si se sabe que el empotramiento en A impide la rotacion y
el desplazamiento vertical en ese punto, entonces tenemos que las condiciones de
fronterason: 1) y=0enx =Ly 2)0 =0enx = L.

Sustituyendo la condicién 2) en la ecuacién (1) da

P PL?
EI(O) = —E(L) +C > C = T

2
Sustituyendo la condicion 1) y ¢; = % en la ecuacion (2) resulta

PL3

P PL?
EI(0) = —g(L)3 + <T> (D+C, = Cy = 3

En consecuencia, las ecuaciones del giro y la flecha son, respectivamente

9_1 P 2+PL2 P
“EI\"2 2 =X
_1( P 3+PL2 PL? P
YTEI\ e T2 ¥ T3 =X

Para una viga en voladizo, el valor maximo de la deflexion esta posicionado en el
extremo libre, en este caso, en el punto B. Por lo tanto,

Xmax = 0

1 P 0 3+PL2 0 PL3 PL3
- = _— —_—— = , = —_——
Ymax = g1 6( ) 2 (0) 3 VYmax 3E]

En el método de integracion doble, un valor negativo de la deflexion es hacia abajo.
Por consiguiente,

PL3

VYmax = ﬁj’
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Ejercicio 1.14 Determine las reacciones en el empotramiento A y las ecuaciones
para la pendiente y la deflexion de la viga mostrada en la figura 1-14a que soporta
en toda su longitud una carga trigonométrica variable. EI es constante.

X
AW = wpsen —
' L

(a)
Figura 1-14

M
'Y

SOLUCION
Reacciones en los soportes

Se calcula la fuerza resultante de la carga distribuida cuya intensidad varia de forma
senoidal hallando el area bajo la curva del siguiente modo:

Ly
A= f dA = Wdx
Ly

L

A= J;)L w,sen (nL_x) dx = WOJ; sen (%) dx

Primero se resuelve la integral previa de forma indefinida. Sea u = "L—x entonces

. L . . "
du = %dx, en consecuencia dx = ;du. Al aplicar la regla de sustitucion, resulta

fsen (rrx) dx = fsenu . L du = L f senudu = L (—cosu) = L cos (nx)
L B T 0w o R L
Asi, considerando la solucion de la integral de forma definida, se tiene
L X\ 1E L L L
A= —Wo— [cos (T)]o =W [cos(m) — cos(0)] = —w, ;(—1 -1) = ZWOE

Se determina el brazo de palanca de la resultante calculando el centroide del area.

[xdA _ fLLf xW dx _ fOLx [Wosen (%)] dx
[dA fLle W dx ) OL w,sen (i—x) dx

X =

El denominador ya fue resulto. Enseguida se resuelve el numerador. La integral en
forma indefinida es
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| w[wosen (55)] dx = w, [ wsen (5) dx

Ahora se aplica la integracion por partes, [udv =uv — [vdu. AQui u =x y dv =

sen( )dx Por consiguiente, du = dxyv = [dv = fsen( )dx = ——cos( ) En
consecuencia,

o [ asen (52) ax = o (x(~ Zeos (%)) - [ (- £cos () ) ax)

L
L XTT TX L (1L X1 XTT
- _Wog<xcos - ( (T)) dx) = w2 {[E sen (37 ~ xeos (2T
Finalmente, la solucion de la integral de forma definida es

[ wosen ()] ax = w2 { [ sen () - scos (’%”)]z}

w, E{[E [sen(m)] — (L) [Cos(n)]] - [% [sen(0)] — (0) [cos(O)]]}

L L?
WOE(L—O) =WOE(L_0) =WO;

Finalmente, el punto de aplicacion de la fuerza resultante es

Se identifican las reacciones del empotramiento A. En la figura 1-14b se observa el
diagrama de cargas de la viga.

L
14 = 2w,—
1 o

W

Q X
W = wosen ™

r LD ©
Rﬂx
h A B
4 L .
L -
Ray =3
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Al aplicar las ecuaciones de equilibrio, se obtiene

L\ (L L?
+ MA=O=>(2WO;)(E>—MA=O$ -‘.MA=W0?

L L L
+TZFY:0:>RAY_2WOE:0:>RAYzzwog: oo RAY: 2W0;1

+—>ZFX=0:.-.RAX=O

Funcién de momento

Los resultados son presentados en la figura 1-14c. Dado que la carga distribuida no
presenta discontinuidad, la funcién de momento no sera discontinua. El origen del
sistema coordenado se selecciona en el extremo empotrado A.

L
14 = 2wy —
1 i3

]
L X
h.”’\_,.""v = “r.JSFﬂ-T

(c) M, = WQL—; CI : 1

-

T A L
. L
-F'.qr - 2WO—

=)

Il

| o=
W

=

Se emplea el método de secciones. A continuacion, en la figura 1-14d, se
proporciona un diagrama de cuerpo libre del segmento de viga con longitud x. Con
la intensidad de carga conocida, la resultante de la carga distribuida y su punto de
aplicacion se encuentran de la manera usual.

0<x<L
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= ] wsen () = cos ()], = - [eos () - con0)

fras Savdx [xlwesen(E)] ax woi{[zsen () -xeos (T)]

Xc = [dA f y dx - f wosen( )dx - W, % [1 — cos (%)]
] {[% sen (nL_x) — xcos (nL_x)] - I% [sen(0)] — (0) [COS(O)]I}
Yo = 1 —cos (%)
Lo ()= xus ()
- 1—cos (i—x)

Tomando momentos alrededor del punto del corte tenemos

Bz Mcorte =0

12 L [1 ~cos (nx)] . %sen (%) — Xxcos (%)
s T

L
M —-w,——w,— — +2w,=(x) =0
’ ’ 1—cos(an) om
L? L L X L L? X L L?
M=—WO;—WO—[X—ESG‘TL(T)]+2WO;x=WOFS€TL(T)+WOEX—WO;

Aunque el método no lo requiere, se calcula lo siguiente:
La funcion de la fuerza cortante es

V= am Wogcos (E) +WOL

dx T

El momento maximo se encuentra posicionado en el empotramiento, es decir, en
Xmax = 0. Por lo tanto,

L? (0) L? L?
Mpa = Woﬁsen 5 + WO (0) WO = —WO;

Ecuaciones de la pendiente y la deflexion

Al aplicar la ecuacion diferencial
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e integrarla dos veces se obtiene

d(dy) L? XTI L L?
Elf—:f(woﬁsen(—)+wogx—wo— dx

dx L T
dy L? X L x? L?
EIH:EIaz—WO%COS(T)+WO%7—W0?x+Cl———>@
L3 X L x? L?
Elfdy=f —WOFCOS(T)—WOE?-l-WO;X-}-Cl dx

L* X Lx3 L% x?
(T)

EIy=—W0§sen +W0g€—wog7+C1x+C2———>@
Las dos constantes, C; y C,, se obtienen de las condiciones de frontera, esto es,

queparal)x =0, 6 =0 ypara2)x=0, y=0.
Reemplazando la condicion 1) en la ecuacién (1) resulta
3

7(0)
L

L (0)? L? L3

E](O) =—W, cos WOTL'T - WO?(O) +C;=0=.(0; = Wog

7T3

Reemplazando la condicién 2) en la ecuacion (2) se tiene

L (0)3 L% (0)2 L®
WorTe ~Wom T2

+W0$(0) +C;,=0=-(C,=0

L* (0
Ely(0) = —WOFSG‘TL [% +

Luego, las ecuaciones de la pendiente 6 y de la curva elastica y, quedarian de forma
definitiva como

o) = Lo L L’ nx) PR
(X)—EWOE _T[_COS(_ + =x° — X+;
=Ly, L L’ (nx)+13 L2+L2
y() =wo—| —— sen X X"+ X

Para esta viga, la flecha maxima se ubica en el punto B, que corresponde al extremo
libre de la viga, por lo que x,,,, = L. Por consiguiente,

1L P (nl) Loy L(L)2+L2(L) 1 Lf1 1
Ymix = grWor\ @M\ L )T 6 2 w2 TR \2 3
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Ejercicio 1.15 Calcule la deflexion vertical del extremo libre A de la viga que se
muestra en la figura 1-15a considerando Unicamente las deformaciones por flexion,
aplicando el método del trabajo virtual. Suponga un EI constante.

6k 11k
A %ﬂ c DA
< 727 96" . 168~ S
(a)
Figura 1-15
SOLUCION

Momentos reales M

En primera instancia se deben calcular las reacciones en los soportes de la viga.

GZ MD = 0 = 6(336) — Rpy(264) + 11(168) = 0 == Rpy = 14.6364k1
+1 Z FY =0= —6+ 14.6364 — 11 + Rpy = 0 == Rpy = 2.36361«1

+—>ZFX=0=>-'. RDX=O

Luego, se determinan los momentos internos M empleando el método de las
secciones. Puede utilizarse una sola coordenada x para determinar la energia de

6k 11k

A L. /B c aﬁx
X3
X2
P 727 . 96" .. 168" Jl
RE"!' = 14.6364‘&, RDY = 2.3635;1:
(b)
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deformacion por flexion en la viga, cuyo origen puede elegirse en A 0 en D, sin
embargo, en este caso, se opta por usar una coordenada x para cada region
distinta, figura 1-15b. Cabe sefialar que las coordenadas deben cubrir las regiones
donde no ocurren discontinuidades en las cargas tanto reales como virtuales.
Entonces, las coordenadas x;,x,, ¥ x3 con origenes en A,B y C consideran la
energia de deformacion dentro de los segmentos A—B,B—C y C-—-D,
respectivamente.

Con base en las figuras 1-15c, 1-15d y 1-15e, las funciones de momento M en cada
region de la viga son

ok 0 <x; <72in

B Mcorte =0

A —M1 - 6(x1) == O = M1 == _6X1
<ty
¥
(©)

0 < x, < 96in

E Mcorte =0

—6(72 + x,) + 14.6364(x,) — M, = 0

.
o
\ V4
s

= ?2"‘ e x2 e
= =
M, = 8.6364x, — 432 M
Rpy=14.6364k
(d)
0 < x; < 168in
6k 11k
A B C )Ms
& ?2’ e 96’ e xa -

Rgy-14.6364k
(e)
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B Mcorte =0

—6(72 4 96 + x3) + 14.6364(96 + x3) — 11(x3) — M3 = 0
M; = 397.094 — 2.3636x5
Momentos virtuales m

Las cargas reales son suprimidas y Unicamente se coloca sobre la viga una carga
virtual o ficticia unitaria en el punto y en la direccion donde se desea conocer el
desplazamiento. Siendo asi, el desplazamiento vertical del punto A se determina
aplicando una carga vertical de 1 en A con un sentido hacia abajo, aunque no
importaria si actuara hacia arriba, figura 1-15f. Se calculan las reacciones en los
apoyos y utilizando las mismas coordenadas x que se usaron para determinar M,
se formulan los momentos internos m a través del método de las secciones. Es
obligatorio que m actue en la misma direccién positiva que M.

1
A %ﬂ C DA
- 727 96" . _ 168~ -
Ty oy oy o
(f)

En la figura 1-15g se muestran los resultados obtenidos al aplicar las ecuaciones de
equilibrio en el diagrama de cargas.

1
Ay B C DA
X3
Xa
P 727 96" .. 168"
Ty P
Y
Rgy = 1.2727 Rpy = 02727

(9)
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GZ MD =0 = 1(336) — Rgy(264) = 0 = Rpy = 1.27271
+1 Z FY =0= —1+12727 —Rpy =0 = Rpy = 0.27271

+—>ZFX:0:>.-. Rpy =0

Ahora se escriben las ecuaciones para el momento flexionante m en cada region
de la viga son, a partir de las figuras 1-15h, 1-15iy 1-15j.

1 0< X1 < 72in
Ez mcorte =0
)?nl
A
Xy —m1 - 1(x1) - O = m1 == —x1
S
(h) 'l?]_

B mcorte =0

—1(72 + x,) + 1.2727(x,) —m, = 0

72" X2

s

m, = 0.2727x, — 72

M
M

Yo
Rpy=1.2727

()

0 < x3 < 168in

- 96”" X3

:L_I—"

727

M
A
M
§

Yy

Rgy-1.2727 _
)
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B mcorte = 0

—1(72 4 96 + x3) + 1.2727(96 + x3) — 11(x3) —m5 = 0

m3 = 0.2727X3 - 4‘5.8208

Ecuacion del trabajo virtual

Si el trabajo externo es igual al trabajo interno, entonces el desplazamiento vertical
de A es

L2 Mm
1A:-]; de
1

1 72 96
1-6,, = (E) l f (=62, (=x;) dxy + f (8.6364x, — 432)(0.2727x, — 72) dx,
0 0

168
+ f (397.094 — 2.3636x3)(0.2727x; — 45.8208) dxs
0

182.325

1
= (E) (746496 + 272342.76213 — 1019021.08759) = — =1

Como se obtuvo una magnitud negativa para el desplazamiento, este actla en
sentido contrario al de la carga virtual unitaria. Por lo tanto,

_ 182325
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Ejercicio 1.16 Determine el desplazamiento vertical y la pendiente del punto A de
la viga en voladizo mostrada en la figura 1-16a tomando en cuenta solamente las
deformaciones debidas a la flexion, aplicando el método del trabajo virtual.
Considere que EI es constante.

T sz i sz -~
(@)
Figura 1-16
SOLUCION

Momentos reales M

Los momentos internos M se formulan con base en el método de secciones. Se
opta por emplear una sola coordenada x para determinar la energia de deformacién
y su origen se elige en A, la figura 1-16b, con la intencién de que el célculo de las
reacciones en el empotramiento B no sea necesario. Las funciones de momento
seran discontinuas en el punto de aplicacién de la carga inclinada P, por lo que se
requiere de dos cortes perpendiculares al eje de la viga para definir M a lo largo de
la estructura, figuras 1-16¢c y 1-16d.

Pzind P FL

M, = —=ind
;= —ain

4 x Proos@ g Ry =FPcosf

> Rg = Psinf

M
R4
L

L, L
(b)
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e
=

(€)

M

i

(d)

L PL
BZMcorte =0=>-M, —PsinH(x—E) =0=>M, = —Psin@(x)+75in9

Momento virtual m

El desplazamiento vertical de A se obtiene al incorporar una carga ficticia unitaria
vertical en ese punto sobre la viga descargada, figura 1-16e. Se corta la viga, figura
1-16f, y se escribe la ecuacion de m como funcion de la variable x. El sistema
coordenado debe ser idéntico al empleado en M.
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1 M =L
L
A : B '\ Rze =10
< rd Ry =1
L
(e)
! 0<x<L
1y
A m achorte=0:>—m1—1(x)=0:>m1=—x
<
x v,

()

Momento virtual my

Puesto que queremos calcular la rotacion angular (pendiente) en A de la viga,
aplicamos un par ficticio unitario en ese lugar con un sentido idéntico al del giro de
las manecillas del reloj o en el sentido contrario, suprimiendo las cargas reales,
figura 1-16g. Se escribe la ecuacion mgy en funcion de x con base en el diagrama
de cuerpo libre de la seccién cortada, figura 1-16h. La coordenada x debe ser la

misma que la usada en M.

C

JHE =1

uY

L

(9)

My,

1
0<x<L € Mgy

B mcorte =0=> —mg;+1=0 >5my; =1

M

Vi

(h)
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Ecuacion del trabajo virtual

Entonces, el desplazamiento vertical de A es

L2 ym
1A= | —d
fL El *
1

1 [ L PL
164 == f (0)(~x)dx + f (=P sing () + = sin6) (-x) d
EI 0 L/Z 2
1 [O+Psin9 s _PL_ o 2)]L _ L[Psin6 (. (L)3 PL . of 12 (L)Z
T E S S P T 2 g 2
_if[er o 3PL 1 SPL
_EI 24 Sin 16 Sin —48E151n
5PL3
VA Msm@i

Por otra parte, la pendiente en A es resultado de

1 a—szMmed
) B ™

1

L/Z(O)(l)dx+ (psing 0+ P ring) (1) ax
J J, ( Fsin)

/2

1 ) Psiné 2+PL _ 0()]L _ 1| Psind 12 (L)Z +PL _ Q(L L)
T 2 T2 UYL, TR 2 2 2 o 2

10—1
A7 El

1 3PL2_6+PL2_0_ PLZ_Q
_EI 3 Sin 4 sin = 8EISII’1
La magnitud negativa obtenida para 6,, indica que este en realidad es de sentido
opuesto al momento virtual unitario.

PL?

0y = @sme
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Ejercicio 1.17 Determine la deflexion vertical en los puntos B y C de la viga indicada en
la figura 1-17a con el método del trabajo virtual. Sobre el tramo A — B actla una carga de
2k /pie. E e I son constantes para toda la viga'y EI = 276000k — pie?.

2k/pie

A B c D
[T

30 40° 20’

(@)
Figura 1-17
SOLUCION

Momentos reales M

Se calculan las reacciones en los soportes. Como la viga no esta sometida a alguna fuerza
horizontal, directamente de suma de fuerzas en la direccion X se obtiene que R,x = 0.
Luego, las fuerzas reactivas verticales de los apoyos se obtienen de

B MA = 0 = 2(30) (% (30)> — Rpy(90) = 0 = Rpy = 10k]

+1 ZFY =0 = Ry — 2(30) + 10 = 0 == R,y = 50k

Se emplea la coordenada x con origen en A para cubrir toda la longitud de la viga, figura
1-17b. Debido a que hay una discontinuidad de la carga uniformemente distribuida en el
punto B, se tienen que considerar dos regiones, laA — B yla B — D, y se debe efectuar un
seccionamiento en cada una de ellas con el objetivo de describir las funciones de momento
M para toda la viga, figuras 1-17cy 1-117d.

2k /pie

o
— % B C D
£ e
EAY =50k 307 407 207 1
Rpy = 10k

(b)
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N Av WO W W :M; +, Mcorte =
t M, +50(x) — 2(0) (5) = 0
Ry = 50k 1 x x 2) =
X

R

M; = 50x — x?
() !
2k fpie 30 < x <907
B—0 B Mcorte = 0
AX = L R P M-
— 1 + B : Mz

T —M, + 50(x) — 2(30) (x —%(30)) =0
Ry = 50k .

M, =900 — 10x

W

MW

e
=~
x

(d)

Momentos virtuales m

Para poder calcular el desplazamiento vertical en el punto B, se coloca una carga virtual
vertical de uno en B, figura 1-17e. Por inspeccion, las funciones de momento interno m,
gue se formulan de la manera habitual, son discontinuas en el punto mencionado.

RAX=0

— X B c D
1
Rpy = 0.66671 30° 40 20 iRDY = 0.3333

(e)

Se calculan las reacciones en los apoyos.
BZ MA =0=-1(30) + Rpy(90) = 0 =~ Rpy = 0.33331
+1 Z FY =0= —Ryy +1—-10.3333=0=~ R,y = 0.66671

+_)ZFX:O:RAX:O
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Al seccionar la viga en algun sitio intermedio del tramo A — B y del tramo B — D de forma
respectiva, figuras 1-17fy 1-17g, se tiene

Ry =0 ”h 0'<x<30
A o’
3 mcorte =0
l< x N —my — 0.6667(x) = 0 = m; = —0.6667x
Ry = 0.6667
(f)
Rax =0 pe 30" < x < 90’
— 1 5 :
I']_ B mcorte =
l< 30 S m, = —0.6667x + 1(x — 30) = 0
Rgy = 0.6667
e x > m, = 0.3333x — 30

(9)

Como también se requiere conocer el desplazamiento vertical en C, la viga sin cargas
reales se somete a una a una carga virtual vertical unitaria en ese punto, figura 1-17h.

Aqui, las funciones de momento interno m son discontinuas en C.

RAX =0
A x B ¢ b
1
Ray = o.zzzzl< 30’ 40° 20 )lRDy =0.7778

(h)
Al calcular las reacciones en los soportes Ay D, y al emplear el método de secciones,

figuras 1-17iy 1-17j, se tiene

BZ MA = 0 = —1(70) + Rpy(90) = 0 =.. Rpy = 0.7778]

+1 Z FY =0= —Ry +1—0.7778 = 0 >= R,y = 0.2222})

+_)ZFX:O:RAX:O
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<70

my

<x<
Riyw=10
m’l > DZ mcorte =0

—0.2222(x) = 0 = m, = —0.2222x

W

70" < x <907

L 30° 40°
N -

X

0)

3 mcorte = 0= —m, — 0.2222(x) + 1(x —70) =0 > m, = 0.7778x — 70

Ecuacién del trabajo virtual

La expresion matemética del trabajo virtual para cargas de flexion es

L2 Mm
1A= | —d
JL El *

Finalmente, se determina el desplazamiento vertical en los puntos B y C.

90

30
42 - _
276000 U (50x — x*)(—0.6667x)dx + . (900 — 10x)(0.3333x — 30)dx

= —1.46753pies & 6yg = 1.46753pies |

1'6]/3

1 30 70
1:6yc = 276000 U;) (50x — x2)(—0.2222x)dx + (900 — 10x)(—0.2222x)dx

30
90

+ | (900 —10x)(0.7778x — 70)dxl
70

= —0.875511pies ~ Oyc = 0.875511pies |
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1.3 TEOREMA DE CASTIGLIANO

Ejercicio 1.18 Determine el desplazamiento vertical en el punto D (6vp) de la viga
que se visualiza en la figura 1-18a. Tome en cuenta so6lo las deformaciones debidas
a la flexion y considere que EI es constante.

3T 5T
2T/m
! (a)
A B c D Figura 1-18
777
2m 2m 2m
SOLUCION

Fuerza externa P

Se coloca una carga P, cuya magnitud es variable, en el punto y en la direccién
donde se requiere conocer el desplazamiento y su sentido se propone
arbitrariamente. En este caso, la fuerza P se aplica verticalmente en el punto D y se
ha supuesto hacia abajo tal y como se muestra en la figura 1-18b, y aunque
momentaneamente reemplaza a la fuerza de 5T por encontrarse ubicada en el
mismo punto, después serd igual a un valor fijo de 5T.

P
2T/m l
% B c o 0

7777

2m 2m 2m

3T

En la figura 1-18c se proporciona un diagrama de cargas de la estructura anterior.

A
3T

P
2T/m l
RAx Bv \ﬂ/—| v ©
z C D
-

|<2m 2m 2m
RAy RCy

La fuerza resultante de la carga distribuida uniforme es A = (2T /m)(2m) y su punto
de aplicacién es x = (1/2)(2m); como las fuerzas reactivas RAx, RAy y RCy son in-

134



CAPITULO 1  ANALISIS DE VIGAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS

cognitas, sus sentidos se han supuesto arbitrariamente.

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio en una secuencia y al emplear los resultados
calculados previamente, se tiene

Ez MA=0=302)+(2)(2) <2 +%(2)) —RCy(4) + P(6) = 0

9 3
6+12—4RCy+6P=O:>.°.RCy:E+§pT

+TZF =0 = RAy — 3 (2)(2)+(9+3P> P =0 RAy =2 1PT
Y= Y 2" 2 TR T

+—>ZFx=O::.RAx=O

Momentos internos M

Los resultados obtenidos se indican esquematicamente en la figura 1-18d.

2m 2m 2m

+3p
2

N[ o

1
7P Y

Las funciones de momento, que son discontinuas en los puntos B y C, se obtienen
al aplicar el método de las secciones; para ello, es necesario cortar a la estructura
perpendicularmente a su eje a través de secciones arbitrarias en las regiones
A—B,B—C vy C-—D, figuras 1-18e, 1-18f y 1-18g. Se ha definido una sola
coordenada x para toda la viga, por lo que es vélida para toda la region A — D
(0 < x < 6m), su origen ha sido asociado en A, y es positiva hacia la derecha.

Las funciones de momento para cada region y sus correspondientes derivadas
parciales con respecto a P son

E Mcorte =0

Mo+ (2 1P> 0o M =2x_1p
— —_—— — = — — — —
1 (2 > P) @) 1= T

0<x<2m

oM, 1
ap 2%
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2Zm<x <4m

B Mcorte =0

3T
5 1 x—2 2/m|
—MZ+<———P)(x)—3(x—2)—2(x—2) =DV ,
2 2 2 vl > N
P . o
1 1 =21
My=—(x—2)2—=x—=Px+6 272
2 2 >
2m Vz
oM, 1 >
op 2" (f)
4dm < x < 6m
3T
2T/m
M,
N.
B 3
5 1
Ry =5-3F RCy:;+—P‘
| 2m 2m Vs
X
(9)
5 1 9 3
B Mcorte=0=>—M3+<§—§P)(x)—3(x—2)—2(2)(x—3)+(§+§P)(x—4)=0
My = 2% — 2Py —3x+6—dx+12+ox— 18+ >Px— 6P
3 =5%X—Px—3x X X 5 Px
M; = Px — 6P
oM,
ap X0

Teorema del Castigliano

Hacemos P = 5T en las ecuaciones de momento, debido a que ese es su valor real.
Por consiguiente,

5 1
Ml:fx_E(S)x:O 0<x<2m
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1 1
MZ=—(x—2)2—§x—§(5)x+6:_x2+x+2 2m < x <4m

M; = 5x — 6(5) = 5x — 30 4dm < x < 6m

La ecuacion para conocer el desplazamiento en cualquier punto es
Ae oui fLZM (aM) dx
~ 9P, oP /) EI
1
Al aplicarla, tenemos

SEYONEEN
+%]4(—x2 +x+2) (——x dx+—f (5x —30)(x — 6)dx
2

Resolviendo integrales por separado se obtiene

1 4 1 1 (*/1 1 1 1 1
E—L (—x2+x+2)(—zx>dx=E , (§x3—5x2—X>dx=[§x4——x3——x2]2

=ﬁ[§<44—24>——<43—23> - 2)] Ez( )

6

1f6(5 30)(x — 6)d —1f6(52 60x + 180)d —1[53 302+180]
E14 X X x—EI4 X X x—E13x X X

4

40
3 3 2 2

El[(6 —4°)—30(6°—4°) + 180(6 — 4)] El[ ]

Por lo tanto,

5 1 O+44+40 28
PRI 3 31 EI

Como la suma resultante de todas las integrales definidas es positiva, el
desplazamiento tiene el mismo sentido que el propuesto para la carga P. Por
consiguiente,

28

6VD=EJ’
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Ejercicio 1.19. Determine la pendiente en el punto C (6.) de la viga en voladizo que
se muestra en la figura 1-19a mediante el Teorema del Castigliano; tome en cuenta
solo las deformaciones debidas a la flexion y considere que EI es constante.

3T/m
A = (a)
B g Figura 1-19
2m 2m
SOLUCION

Momento de par externo M’

Debido a que se nos pide calcular la pendiente en C, colocamos un par externo M’
sobre la viga en ese punto, el cual se opta que sea de sentido horario y parcialmente
reemplaza al momento puntual M por estar ubicado en el mismo punto, tal y como
se observa en la figura 1-19b. Después M’ sera igual al valor fijo de M.

3T/m

3 J BM' (b)

2m 2m

El diagrama de cargas de la estructura anterior es proporcionado en la figura 1-19c.

A
3T/m
RAx Y B DM' (©
A
MA &>
2m 2m

RAy

La fuerza resultante de la carga distribuida uniforme es A = (3T/m)(2m) y su punto
de aplicacion es x = (1/2)(2m); como las reacciones RAx, RAy y MA son incognitas,
sus sentidos se han supuesto arbitrariamente.

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio, se obtiene
1
B MA =0 = (3)(2)(5(2)>+M’—MA =0 =M =6+mQ

+1 ZFy = 0= RAy — (3)(2) = 0 = RAy = 671
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+—>ZFx=O=>.'. RAx =0

Momentos internos M

Los resultados obtenidos se muestran en la figura 1-19d.

% A

<=>! 3T/m
MA=6+M \
RAx =0 A B yM' (d)

A

X
2m 2m
RAy = 6T

Debido a que la distribucion de la carga presenta una discontinuidad en el punto B,
las funciones de momento no seran iguales en las regiones A— By B—C; es
evidente que la viga debe ser seccionada perpendicularmente a su eje a través de
secciones arbitrarias en tales regiones. Se ha definido una sola coordenada x para
toda la viga, por lo que es valida para toda la region A — C (0 < x < 4m), su origen
ha sido asociado en A, y es positiva hacia la derecha.

Con base en las figuras 1-19e y 1-19f, las funciones de momento para cada region
y sus correspondientes derivadas parciales con respecto a M’ son

0<x<2m
3T/m
M,
MA:6+M'< / 5—}1\]1 (e)
A [
RAy = 6T . ¥
<« X 3
X
E Mcorte = 0= M, = —(6 + M’) + 6(x) — 3(x) (E)
M,= —-6—M+6 3 2 aM1—1
1= X oM
2m<x <4m
3T/m
M

2
MA =6+ M’C 9"1\’2 (f)
2m
RAy = 6T“E ? v,

X
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E Mcorte=0=>-M, — (6 + M) +6(x)—32)(x—1)=0

oM,

M, =M —Z=
2 oM’

Teorema del Castigliano

Si se establece que M’ = M en las ecuaciones de momento, debido a que ese es
su valor real, tenemos que

3
M1=—6—M+6x—§x2 0<x<2m

M,=M 2Zm <x <4m

La ecuacion para conocer la rotacién en cualquier punto es

oui J‘LZ oM\ dx
e
oMi  J,, oM’

Al aplicarla se tiene

1 2
9C=_

). (—6—M+6x—;x )( 1)dx+—j (M)(1dx

Resolviendo integrales por separado se obtiene
2

3 1 (2 3
— (—6—M+6x——x2)(—1)dx=—J (6+M—6x+—x2)dx
EI ), 2 o

El 2
1 2

_ [(6 +M)(x) - 3x2 + —x3]
2%,

l[(6+M)(2)—3 2% +=(2 3]—i(21v1+4)
EI @ +7@7 =g

(M4~ 2)] = = (2M)

1 1 * 1 , 1
= f (M) (1 = — f (M)dx = = M =

1 M4 M+
6= — (2M +4-+2M) = [

Como la suma resultante de todas las integrales definidas es positiva, la pendiente
tiene el mismo sentido que el propuesto para el momento de par M". Asi que,

96_4[M+1]>
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Ejercicio 1.20 Determine la rotacion tangencial en el punto B de la viga que se
presenta en la figura 1-20a. Suponga que el material y la seccién transversal no
cambian a lo largo de la estructura, es decir, que E e [ son constantes.

3kN/m
2 kN/m
A
/
4.5m 4. 5m
(a)
Figura 1-20
SOLUCION

Momento de par externo M’

Se incorpora en la estructura un momento de par ficticio variable M” en B, puesto

que en ese punto se desea conocer la rotacion, justo como se observa en la figura
1-20b.

3kN/m

(b)

Se determinan las resultantes de las cargas distribuidas con intensidad de variacion
lineal, ademas de su ubicacién. Después se identifican las reacciones en los
soportes. En la figura 1-20c se representa el diagrama de cargas.

Las fuerzas reactivas en los apoyos son resultado de

_ 2(45) (45 3(4.5 2(4.5
CZMA—O (2 )(3) M'—%<4.5+ (3 )>+RCy(9)=O

RCy——+ T +—>ZFx=O:>.'.RAx=0
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2(4.5) 3(M45) 51 M 39 M
( )— ( ) — —:Oﬁ.‘.RAy:———

+TZFy=0=>RAy— > > +8+9 3 5

(2kN/m)(4.5m)  (3kN/m)(4.5m)

2 | 21
I I #3kN/m
|
2kN/ 1
RAx C
> oL
1 45m 45m A
RAy)| RCy,
4.5m 2(4.5m)

Momentos internos M

Los resultados de visualizan en la figura 1-20d. A partir de las figuras 1-20e y 1-20f,
se formulan los momentos internos empleando el método de las secciones y a la
vez se calculan sus derivadas parciales; se emplean dos coordenadas x, las cuales
son x; Y x,, CUyoS origenes se asocian en Ay C y se extienden en las regiones

A — By C — B de forma respectiva.

(2kN/m)(45m)  (3kN/m)(4.5m)

2 I 21
[ I #3kN/m
|
2kN/ |
RAx =0 A c
5
S
39 ML 4.5m 4.5m B
51 M’
RAy = — —— RCy = —+—
8 9 X X, 8 9
4.5m 2(4.5m)
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0 le <45m

La intensidad W, en funcion de x; se obtiene de

2kN/m w; W =2 4x,
= = — PR —
4.5m 4.5m — x, 1

9

Obsérvese como es conviene dividir la carga distribuida trapezoidal en una carga
triangular y una carga distribuida uniforme.

4x
39 M Xy (—91) 2%, A%\ 1%y
GZMGO”Q =0= _<?_?>(x1) \Tz2 (T>+x1 (2 _T)(7) + M, =0

La intensidad W, en funcién de x, se obtiene de

3kN/m w, W =3 2x5
= = - e ——
4.5m 4.5m — x, 2 3
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2x,
2X2 Xz x2(3) 2x2 51 M’
G2 weorte =02 -t 5, (3- ) (5) - | =55 ) () + (5 +5) e =0
51 M 3 .01 oM, 1
Me=grtgrn-3% 5% =9

Teorema del Castigliano

Haciendo M" = 0 en las ecuaciones de momento puesto que en la viga real no hay
un momento de par aplicado en B se tiene

239 0 , 2 . 39 , 2
M1—§x1—§x1—x1 +ﬁx1 —§x1—x1 +ﬁx1 0<x; <45m
Mz :5_1x2 +9x2—§x22+1x23= E.3(,'2_§.X‘22'+'1.x23 O<X2 <4‘.5m

8 9 2 9 8 2 9 I

Aplicando la siguiente expresién matematica
o — fL2M<0M>dx
A oM’') EI
1
en la viga se obtiene

1 (*%/39 , 2 N\ 1
93 (_Xl_xl +—x1 >(——X1>dx

“El), \8 27 9
N 1 (%5 (51 3 N 1 3) (1 )d 567
Er), \8™72% T9* J\9%2) ™ = ga0Er

Dado que la pendiente resulté positiva, esta tiene un sentido horario al igual que el
momento de par ficticio. En consecuencia,
567 0.8859
HB = =
640E1 El
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Ejercicio 1.21 Calcule la deflexion del punto C de la viga mostrada en la figura
1-21a. Considere EI como constante.

4kN/m
A B C D E
T
1.5m 1m 1m 1.5m
(a)
Figura 1-21
SOLUCION

Fuerza externa P

Aplicamos una carga ficticia vertical P hacia abajo (puede ir hacia arriba) en el punto
C sobre la viga, figura 1-21b.

P
4 kN/m
pAREE RTINS
A C D E
1.5m im 1m 1.5m

(b)

En la figura 1-21c se representa el diagrama de cargas de la estructura anterior. Se
divide la carga trapezoidal distribuida en dos cargas triangulares y una carga
uniforme. Las resultantes, que son representadas por las areas, actuan en el
centroide de sus respectivas areas. Luego, el sentido de cada fuerza reactiva es
supuesto indistintamente.
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(4kN/m)(15m) (4kN/m)(1.5m)

2 4 kN/m |2
1.5m I 1.5m
3 % 3
\ 4 w'r
A TRBx C D E
1.5m im im i 1.5m
RBy |RDy
(4kN/m)(2m)

(€)

Se calculan las reacciones en los soportes por medio de las ecuaciones de

equilibrio.
GZ MD=0= @(175 + 2) — RBy(2) + P(1) + 4(2)(1) — —4(;5) (?) =0
"'RBJ’=P+2MT +—>ZFX=0=>.-.RBx=0

4(1.5) P+ 14 4(1.5 P+ 14

Momentos internos M

Los resultados se muestran en el diagrama correspondiente a la figura 1-21d.
Obsérvese que hay discontinuidades de carga en los puntos B, C y D. Se distinguen
cuatro tramos distintos y se opta por usar una coordenada x para cubrir cada uno.
Las coordenadas x;,x,,x3 Y x, con origenes en A,B,E y D, abarcan las regiones
A—B,B—C,E—DyD —C, respectivamente.

@kN/m)(15m) ,  (4kN/m)(1.5m)

2 4kN/m 2
1.5m : 1.5m
’ % l 3
\ 4 v
A RBx = Cc D E
X1 Q{ / ;“ J X3
1.5m 1m 1m 1.5m
P+ 14 XZ/ Xy P+ 14
RBy = > RDy = >
(4kN/m)(2m)

(d)
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A partir de los diagramas de cuerpo libre de las figuras 1-21e y 1-21f, determinamos
M y sus derivadas parciales con respecto a P.

0 le <15m

() (3,) . 5
_— 8 La intensidad W en funcién de x; es
2 /-H-'r = E.rj_
4kN/m W W 8
[ = — = —
1: ﬁl 1.5 X1 3x1
i ~ >N,
Xy
' v,
3
>
(e)
(x1) (3 xl) X oM,
GZMcorte=0:> 5 (?) Mi=0=>M, =—=x, 6_P:0

(4 kN fm)(x,)
(4kN fm)(1.5m)

1.5m //—-—-l-'l- kN fm

P +14 V.

2
=
0

GZ Mcorte =0 = @(%5 + xz) - (P —;14) (x5) + 4(xy) (%) +M,=0

, P oM, x,
M2=—2x2 +E.X2+4‘X2_1.5 aP 23

Dada la simetria de la viga, las funciones de momento en lostramos E—Dy D — C
son analogas a las de los tramos A — By B — C. En consecuencia,
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0 < X3 < 1.5m
4 dM, _
or

Teorema del Castigliano

Dado que originalmente no habia una carga puntual en el punto C sobre la viga, se
establece P = 0 (su valor real). Entonces,

4
M, = —5x12 0<x; <15m
2 (O)xz 2
M2 :_sz + +4XZ—1.5:_2x2 +4XZ—15 Osz < 1m
4 2
M3:—5X3 OSx3 < 1.5m
M, = —2x,% + 4x, — 1.5 0<x,<1m

Al aplicar la ecuacion

Ae fLZ y (E)M) dx
A P ) EI
1
resulta

5yp = — jlls( ! 2>(O)d +1J1( 2x,2 + x, — 15) () d
ve = gy . —9x1 X1 El ), X2 +4x; — 1. > X2

jl.S( 4 2)(O)d + 1 j‘l( e 2 44 15)(x4)d _ 1
, \Tg™ ¥a T ), AN AT I G) ) = 1ok

Debido a que la magnitud del desplazamiento calculado resulté positiva, este
también va hacia abajo como P. Por lo tanto,

5 - 1 0.08333 .
V¢ T12E1 T EI
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ANALISIS DE MARCOS ESTATICAMENTE DETERMINADOS

2.1 REACCIONES EN LOS SOPORTES Y FUNCIONES DE LAS FUERZAS
CORTANTE Y NORMAL, Y DEL MOMENTO FLECTOR

Ejercicio 2.1 Determinar las expresiones algebraicas que describen la variacion
de las acciones internas con el método de las secciones en el marco visualizado en
la figura 2-1a. Con referencia a las cargas aplicadas sobre el marco, obsérvese que
perpendicularmente al eje del miembro A — B y sobre su longitud, se encuentra una
carga distribuida cuya intensidad varia linealmente desde cero en el apoyo A hasta
8T /m en el punto B; sobre el miembro B — C se extiende una presion cuya
intensidad varia logaritmicamente (especificamente de la forma y = In(1 + x?))
desde cero en el punto B hasta 3.91202 T/m en el punto C; la carga de 4T tiene su
punto de aplicacion justo a la mitad del miembro E-C. Considere también que el
soporte en A esta girado de tal forma que su plano de deslizamiento es
perpendicular al miembro A — B.

& y=In(1+x%) 391202T/m
%&\

(@)
Figura 2-1

SOLUCION
Verificacion del grado de indeterminacion

El marco es isostéatico ya que se cumple la condicion r + 3m = 3n + ¢, puesto que:
m = 3 porque la estructura tiene tres miembros (A — B;B — C; E — C), r = 3 debido
a que en el soporte A, por ser un rodillo, se genera una fuerza reactiva perpendicular
a su plano de deslizamiento, mientras que el soporte D por ser articulado tiene dos
incognitas de reaccion (una horizontal y una vertical), n = 4 ya que hay cuatro nodos
(4;B; C;E), y c = 0 por no haber condiciones impuestas por la construccion.
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Calculo de las reacciones en los soportes

Diagrama de cargas. Es mostrado en la figura 2-1b. Se han definido en sus
cuadrantes positivos a los ejes x y y mas convenientes para aplicar las ecuaciones
de equilibrio en la estructura; en esta ocasion, las columnas son prolongadas hasta
su punto de interseccion PI (mas adelante se explicara la razon). Para la carga
triangular y la carga con intensidad descrita por la funcién logaritmica, deben
calcularse su area bajo la curva, respectivamente, ademas del centroide de sus
areas correspondientes. Por otra parte, se identifica cada fuerza reactiva en los
soportes suponiendo su sentido arbitrariamente. Es necesario descomponer a la
carga concentrada equivalente T, y a la reaccién R4, individualmente, en sus
componentes rectangulares horizontal y vertical.

|
Ac =16.242T /)
T,y =20T Lo

/1391202T/m  |d =8.4m

D’ =144m
______ ' 3m
: ¢ 4T
i 3m
| i Rex —> X
Ryy 5m i 7mi Rgy
;%2 =4.513m
(b)
De la figura 2-1b, por trigonometria se deduce que
b_¢ D’ 6(12) 14.4m;d = 14.4 6 8.4
12 5 5 m, m m m

La longitud del miembro inclinado es L,_g = /(5m)2 + (6m)? = V61m = 7.8102m

sinf, = — cosbl, = — tan@, =

V61 V61

A continuacion se efectia un analisis de las cargas distribuidas. Para la carga
triangular se tiene que la carga concentrada equivalente es

6
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- (7.8102m) (8T /)

; > = 31.241T

y su punto de aplicacion de tal resultante se localiza a una distancia de
2
X, = 5(7.8102m) = 5.2068m

Las componentes rectangulares horizontal y vertical de T, figura 2-1c, son

5
T, = T,-(sin 6,) = 31.241T (—) = 20T
Try ry r( 2) \/a

6 6
2< T,, = T,(cos 6,) = 31.241T (E) = 24T

(€)

El 4rea bajo la curva de la carga cuya intensidad es descrita por la funcion
logaritmica se determina con la siguiente ecuacion:

Ac = fdA = f ydx =f In(1 +x%)dx
Ly 0

Resolviendo la integral de manera indefinida se tiene

j In(1 + x?)dx

Sea
u=n1+x?) dv=dx
Entonces
du = 2x dx v=x
1+ x2

Al integrar por partes tendremos

fudvzuv—fvdu

2x(x)
1+ x?

2

dx

f In(1+x¥)dx =xln(x®>+1) — f < >dx =xln(x?+1) — Zf

1+ x2
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2
La integral que obtuvimos, fﬁdx, es mas sencilla que la original pero todavia

no es obvia, asi que efectuamos lo siguiente para resolverla:

x? ~
fl+x2dx=fx2(1+x2) Ldx

Esta ultima integral es del tipo:

x™ (a + bx + cx?)"*t1 b(n +m)
c@n+m+1) c2n+m+1)

J.(xm)(a + bx + cx®)"dx =

a(m—1)

m-—2 b an
cGntmt D X (a+ bx + cx*)"dx

* f x™ 1(a + bx + cx®)"dx —

Enestecasoom=2,a=1 b=0,c=1yn=-1.
Sustituyendo y simplificando se tiene

x271(1 + x2)"1tt 0)(-1+2)
12(-D+2+1) 12C-D+2+1)

f(xz)(l + x2)"ldx = x?71(1 + x?)ldx

12-1)
12D +2+1)

dx
1+ x2

x22(1+x?) " ldx =x— j

La integral obtenida, fﬁ—i ya es de solucién obvia, pues directamente se sabe

217

que

J‘ dx .
T2 arc tan(x)

Por lo tanto,

2
X
] i a7 dx = sz(l +x2)71dx = x — arc tan(x)
En consecuencia,

j In(1+ x?)dx = xIn(1 + x?) + 2(arctan(x) — x)
Finalmente, la carga concentrada equivalente es

7
Ac = f In(1 + x?)dx = [xIn(1 + x?) + 2(arctan(x) — x)]} ~ 16.242T
0

El centroide del area se determina con la siguiente expresion matematica:
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. [xdA fLle xy dx f07 x(In(1 + x%))dx
xXr = = =
‘T faa fLle y dx f07(ln(1 +x2))dx

El denominador ya fue resuelto.

Resolviendo el numerador tenemos

7
f x(In(1 + x%))dx
0
La integral en forma indefinida es
f x(In(1 + x2))dx

Sea z =1+ x?. Entonces dz = 2xdx, y por tanto xdx =%dz. Asi, la regla de
sustitucion da

fx(ln(l +x2))dx = %f In(z)dz

La integral que obtuvimos, [ In(z)dz, es mas sencilla que la original pero todavia
no es obvia, asi que aplicamos la regla del producto para derivacion para resolverla.

Sea
u=In(z) dv=dz
Entonces

du=—-dz v=2z
VA

Al integrar por partes tendremos [ u dv = uv — [ v du, es decir,
1
f In(z)dz = (ln(z))(z) — fz (E dz) = zln(z) — f dz = zln(z) — z = z[In(z) — 1]
Por lo tanto,
1

fx(ln(l +x%))dx = Ez[ln(z) —1]

Sustituyendo z = 1 + x? en la ecuacion anterior se obtiene
1
jx(ln(l +x2))dx = 5 (1+x*)[In(1 + x?) —1]

Asi, tenemos
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7 7
f x(In(1 + x%))dx = %(1 +x2)[In(1 + x?) —1]| = 73.3006
0

0
Finalmente, la linea de accion de la resultante esta localizada a una distancia de

_ 733006

=2 4513
X2 = 16242 m

Ecuaciones de equilibrio. La aplicacion de las ecuaciones de equilibrio en la
siguiente secuencia permite una solucion directa para cada una de las incognitas.
Si la solucién de tales ecuaciones proporciona una magnitud negativa para una
reaccion desconocida, esto indica que el sentido de la reaccidn es opuesto al que
se supuso en el diagrama de cargas.

El haber prolongado las columnas hasta su punto de interseccion PI, nos permite
calcular directamente el valor de R, silo despejamos al tomar momentos alrededor
de PI, ya que las reacciones R, y Rp,, al pasar por este punto, no producen

momento. En consecuencia, los momentos de R, Y R4, con respecto a PI se

anulan entre si, ya que son las componentes rectangulares de R, y por ello no se
consideraran en la siguiente ecuacion:

3 MPI =0

Rp,(14.4) + 4(11.4) — 16.242(7 — 4.513) — 20(12 — 3.3333) — 24(14.4—4) = 0

_ 417.7279

RDX = 14.4 =0 RDX = 290089T

De la sumatoria de fuerzas en la direccion x igual a cero es posible calcular Ry, .
+—>ZFx=O:>RAx+Trx—4—RDx =0= Ry, +24—4-29.0089 =0
~ Ry = 9.0089T

Los valores de Ry, Y R4 se determinan a partir de la figura 2-1d.

\ €0 Ry,

Ry/ ¢ 0., = _
2 | Ry, tanf, = — =

ca Ry

y

Ryx
(d)

R 5
£=_:RA_’)/=

6 6
=Ry, ==(9.0089T) = 10.8107T

5
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Las resultante R, es

R, = J(RAx)Z + (Ray)” = \/(9.0089T) + (10.8107T)? = 14.0724 T

La reaccion faltante se puede conocer al plantear que la suma de fuerzas en y es
nula.

+1 Z Fy =0=10.8107 — 20 — 16.242 + R, = 0 = Rp,, = 25.4313 T

Como comprobacién, la suma de momentos con respecto al punto A para todo el
marco debe ser igual a cero.

BZ MA =24(4) + 20(3.3333) + 16.242(9.513) — 4(3) — 25.4313(12) ~ 0 ok

Funciones de la fuerza cortante, de la fuerza normal y del momento flector

Los resultados obtenidos se muestran en la figura 2-1e.

Ty =20T
Ac = 16.242T
! 91202T/m
2 <\ I
\&] ® 4 5 y=in(1+x?)
7

L (|
1 3m
m=24T‘--§/‘ ——————— e .
/A I4—m i X3 i%m ( )
IR O

Ry, = 9.0089. E
> / § ;7 Rp, = 29.0089T
4.513m
y R4y = 10.8107T Rp, = 25.4313T
7
5m 7m

Ya que se han calculado las fuerzas reactivas en los soportes, se deducen
ecuaciones que describan la variacion de las acciones internas aplicando el método
de secciones.

La funcién de la fuerza cortante sera discontinua en los puntos donde el tipo o la
magnitud de la carga distribuida cambia, o bien donde se apliquen fuerzas
concentradas. La funcion del momento interno, sera discontinua, ademas de lo
anterior, en los puntos donde se apliquen momentos de par. En ambos casos, la
carga distribuida y la fuerza concentrada, o una de sus componentes, actdan
perpendicularmente al eje del miembro de su ubicacién. Por su parte, la funcion de
la fuerza axial sera discontinua en los puntos donde se aplique una carga puntual o
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donde el tipo o la magnitud de la carga distribuida cambia, pero ahora todas estas
cargas, 0 una de sus componentes, actian en la direccién del eje del miembro
donde se ubican. Un cambio en la geometria de la estructura también puede
provocar una variacion en las funciones de las acciones internas.
De acuerdo a lo anterior, podemos distinguir cuatro tramos distintos en la
estructura: A—B,B—C,E—D y D —C. Las funciones de las acciones internas
deben determinarse para cada uno de esos tramos, lo cual implica cortar a la
estructura a través de secciones arbitrarias ubicadas en ellos.

En el dltimo esquema se han especificado las coordenadas x por separado y sus
origenes asociados. Las coordenadas x;, x, Yy x3 que tienen sus origenes en A,B 'y
E, son validas solo dentro de las regiones desde A hasta B para x,, de B a C para
x,, y de E a C para x3. La punta de la flechita indica el sentido positivo de la
coordenada, por tanto, x; es positiva hacia arriba y a la derecha, x, es positiva hacia
la derecha y x; es positiva hacia arriba. En cada diagrama de cuerpo libre para un
segmento de la estructura, los elementos mecanicos aparecen actuando en sus
direcciones positivas y sus expresiones algebraicas se deducen aplicando las
ecuaciones de equilibrio.

MIEMBRO A — B.

Sobre este miembro se extiende Unicamente una carga triangular; al no haber
discontinuidad de carga, se requiere efectuar un solo corte perpendicular al eje del
miembro.

Corte en el tramo A — B. Se secciona la estructura en un punto arbitrario (intermedio
en el segmento A — B) a una distancia x; de 4; en la figura 2-1f se proporciona un
diagrama de cuerpo libre del segmento de estructura con longitud x,, en el que se
observan la fuerza resultante A, de la carga triangular seccionada, asi como su
punto de aplicacién x;, para definir a los elementos mecanicos. En la figura 2-1g se
muestra un esquema para determinar por trigonometria el valor en funcion de x; de
la intensidad W".

0<x; <v6lm

(9)

A corte B
VElm

W

A

X w . YBIm-—x,
S

A
W

R, = 14.0724T
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8T/m _ W L = 1.0243
——=—>w =1 X
Vvelm  x; !
x,)(1.0243x,)] /1
3 Mcorte = 0 = —M, — [( ) > 1)l <§xl) =0= M, =—0.170716 x3

enx, =Vv6lm,M; = —81.3333T.m

x1)(1.0243x
X—ZFX P C > ) +V, =0=V, = —0.512148x2

dM,

= = —0.512148x2
dx, 0.5 8x7

o también |4

/+ZFY =0>N; +14.0724 =0 > N, = —14.0724

MIEMBRO B — C.

La distribucién de la carga que se extiende sobre este miembro no presenta
discontinuidad, asi que sOlo es necesario realizar un corte perpendicular al eje del
miembro.

Corte en el tramo B — C. En la figura 1-2h se representa el diagrama de cuerpo libre
correspondiente a la porcién izquierda de la estructura que se produce al cortarla
en algun sitio intermedio del tramo B — C. El equilibrio estatico del cuerpo libre
implica que

tm

Ryy = 10.8107T

om Xa
< ~ < -
~ o

V

(h)
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Previo a la aplicacion de las ecuaciones de equilibrio, deben calcularse el area 'y su
centroide de la presion del corte cuya intensidad es descrita por la funcion
logaritmica.

X2
Ay = f In(1+ x*)dx = x, - In(x3 + 1) + 2[tan"' (x,) — x;]
0

x24+1)-In(x2+1) x2
_foxzx(ln(1+x2))dx_ (g +1) > (2 )—72

7= -
TP m@+adx % in(x + 1) + 2[tan1(x;) — xo]

E Mcorte = 0 = —M, + 10.8107(5 + x,) — 9.0089(6) — 24(2) — 20(1.6667 + x,)

3 +D-In(xf+1) x5
2 2

—[xz - In(x2 + 1) + 2[tan™(xy) — x,]] | x2 0

X, In(x? + 1) + 2[tan=1(x;) — x,] -

—x2-In(x3+1) In(x3+1)
M, = 2 T

3
—2x - tan"1(xy) + §x§ —9.1893x, — 81.3339
enx, =0,M, = —81.3339T.m; enx, = 7m,M, = —186.052T.m
+1 z FY = 0= 10.8107 — 20 — {x, - In(x3 + 1) + 2[tan"(x,) — x,]} -V, =0

V, = —x2-In(x2 + 1) — 2 tan"*(x,) + 2x, — 9.1893

_dm,

dx,

o también 'V, =—x%-In(x5+1) —2tan"1(x,) + 2x, — 9.1893

+- Z FX =0=9.0089 + 24+ N, =0 = N, = —33.0089

Miembro E — C.

En este miembro se distinguen dos tramos, el E—D y el D — C, debido a que la
carga puntual de 4T aplicada en D provocara que las funciones de la fuerza cortante
y del momento sean discontinuas en ese punto; por tanto, se tienen que hacer dos
cortes perpendiculares al eje del miembro E — C, especificamente uno en cada
tramo y ambos considerando como origen del sistema coordenado al punto E.

Corte en el tramo E — D. Se secciona la estructura en un punto arbitrario (intermedio
en el segmento E — D) a una distancia x; de E; en la figura 1-2i se ofrece el diagrama
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de cuerpo libre que representa la porcion de la estructura ubicada por debajo del
corte, las acciones internas entre los puntos E' y D se definen como

OS.X3S3m

N, EZ Mcorte =0 = —M3 + 29.0089(3{:3) =0 M3 = 29.0089x3
M, I en x; = 3,M; = 87.0267
2O e 17,

+- ZFX =0=>V;—29.0089 =0=V; =29.0089

: y dM;
Rpy = 254313T o también Vs = — = 29.0089
dx;
Rp, = 29.0089T +1 ZFY =0= N; + 254313 = 0 = N; = —25.4313

(i)

Corte en el tramo D — C. Se secciona la estructura en un punto arbitrario (intermedio
en el segmento D — C) a una distancia x; de E; el diagrama de cuerpo libre
correspondiente al segmento inferior de la estructura, figura 2-1j, y su analisis son

3m < x3 < 6m

BZ Mcorte = 0 = — M, + 29.0089(x3) + 4(x; — 3) = 0

I M, = 33.0089x; — 12

— 14 enx; = 0,M, = 87.0267;en x; = 6, M, = 186.053

+—>ZFX =0=>V,—4-29.0089 =0=1V, =33.0089

Ry, = 25.4313T
Y = 33.0089

g M,
o también vV, = 7
X3

Rpy = 29.0089T

+1 ZFY =0= N, +254313 =0 = N, = —25.4313
1)

159



CAPITULO 2  ANALISIS DE MARCOS ESTATICAMENTE DETERMINADOS

Ejercicio 2.2 Calcule las reacciones en los soportes del siguiente marco
triarticulado de la figura 2-2a. Deduzca las funciones de las fuerzas cortante y
normal, y del momento flector para los tres miembros utilizando las coordenadas x
mostradas.

10T wy

[
=y
\J:
=]
©
]

3T /m

L2

e
L
Iz 4+ M

=
[l
!

]
i
i
i
1
]
]
]
]
]
]
i
i
i
1
]
]
]
]
]
]
i
i
E
]
4m 1
;
i
i
]
]
]
]
]
]
]
i
i
i
1
]
]
]
]
]
]
i
i
i

im 4m

(a)
Figura 2-2

SOLUCION
Verificacion del grado de indeterminacion

El marco es isostatico ya que se cumple la condicidon r 4+ 3m = 3n + ¢, puesto que:

m vale tres porque la estructura tiene tres miembros (A—C;C —F;G—F), r =4
debido a que en cada apoyo articulado hay dos incognitas de reaccion (una
horizontal y una vertical), n = 4 ya que hay cuatro nodos (4;C;F;G), y ¢ vale uno
por haber una ecuacion de condicion, la que indica que para el punto E, al situarse
una articulacion, el momento flexionante es nulo.

Calculo de las reacciones en los soportes

Diagrama de cargas. Es mostrado en la figura 2-2b. Se han establecido los ejes
coordenados X y Y mas convenientes para aplicar las ecuaciones de equilibrio en
la estructura. Para cada carga distribuida deben calcularse su area bajo la curva, es
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decir, la carga concentrada equivalente (fuerza resultante) y su correspondiente
centroide de &rea (punto de aplicacion). Por otra parte, se identifican las fuerzas
reactivas en los soportes suponiendo sus respectivos sentidos arbitrariamente.

107 \pn Q5
_I X4 P
i ;
v N b A ———
i
i (7!‘\3‘!_»-‘
' =
]
___________________________ T v+
i Rex /) 5]
: 3
]
:
i Rgy
4m ‘
]
]
]
1
]
]
i
i
]
i
] l;X
]
1
]
]
]
]
i
]
]

[

(b)

Se calculan de las cargas concentradas equivalentes de las cargas distribuidas,
ademas de su punto de aplicacion.

- Carga triangular del tramo A — B.

@ (W) 1. 2 g
1:—2 ZEW;x1:§(4m):§m
- Carga triangular del tramo B — C.

L
4 _(7)(3)_3L _ _1(L>_1L
2777 Tav*2T37) 6

- Carga uniformemente repartida.

L
A3 =WL,.722 =§
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- Carga trapezoidal distribuida.

Rotamos la presion para mayor facilidad, figura 2-2c, y conviene dividirla en dos
cargas mas sencillas, justo como se muestra en la figura.
1

I

2T/m

A ™

B L 1, ) Ly /1 1
xiA; = (z) (L) =31 il = (5) (5 WL) = WL

Los resultados obtenidos pueden visualizarse en la tabla 2-1.

Componente A X XA

[ = rectangulo L L 12
g 4 4

11 = triangulo 1WL L ! WIL?
B g 8 3 24
Z— L+1WL 1L2+1WL2
8 4 24
Tabla 2-1

1
A4=ZA= L+gWL

1 1
_ }:;f,q B QI LZ + i;i b®’[?
= -
XA L+%WL

Ecuaciones de equilibrio. Se aplican al diagrama de cargas para obtener los
valores de las reacciones en los apoyos.

162



CAPITULO 2  ANALISIS DE MARCOS ESTATICAMENTE DETERMINADOS

Planteamos una ecuacién de condicién tomando momentos con respecto a E solo
para la parte izquierda del marco.

E MEizq = 0 = —Ruy (4 +g) + (%W) <g+§> + Ry (7) — GL) (%L) +1=0
Rur(4+3) + (5w) G +3) +re - (31) (G2 +1=0

Ly 1 8 1
—RAX(4+—)+—WL+—W+7RAY—§L2+1=0

2) 710 15
7R (4+L)R e twn-Zwo 1

Tomando momentos alrededor de E sélo para la parte derecha del marco tenemos

L? 1
L 1 T-I-ﬁWLZ L
n MEder=0:>(WL)<—>+<L+—WL> 4 72477 —RGX(—>—RGY(L)=O
2 8 1 2
L+§WL
1WLZ+LZ+1WL2 R <L> Roy(L) =0 L(lR +R ) ( 13WL L)
_ 4 — N — = — _ — - —_
1 13 L
ERGX+RGY:ﬁWL+Z ___(2)

De la sumatoria de fuerzas en la direccion X igual a cero es posible obtener una
relacion entre las reacciones R;x Y R,x.

1 3 1
+—>ZFX=O=>—§W+ZL+10—(L+§WL)+RGX+RAX=0

1 1 1
Rox + Rax =gWL+W —10+2L ———(3)

La ecuacion de equilibrio restante permite obtener una relacién entre las reacciones
Ray Y Ry

+T2FY:OiRAy—WL+RGY=0:>RAY+RGY=WL -—— =4

Resolvemos el sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas usando el
método de sustitucion e igualacion.

Despejando R;x de (2)y (3) respectivamente, se tiene
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R —13WL+L 2R 5
GX_12 2 GY ()
R —1WL+1W 10+1L R 6
GX_8 5 4 AX ()
Igualando (5) con (6) da
13WL+L 2R —1WL+1W 10+1L R 7

Despejando Ry de (7) tenemos

Ry = SWL——W+5+2L+1R 8

La sustitucion de (8) en (4) conlleva a

R +23WL 1W+5+1L+1R = WL 9
AY 748 10 R ©)

Despejando R,y de (1) se tiene

R —1L2 1WL 8W 1+<4+L)R 10
A 7 56 70 105 7 \7 " 14)74 (10)
El valor de R,y se obtiene al sustituir (10) en (9).
L i S w A R+ WL - W sl 4Ry —WL =0
56 70" 105 ‘7*(5%) ax Tt T o gk Tyt T WE S
(15+L)_ 1,,89 387 3¢ 1
AX\14 " 14/~ 56 1680 210 7 8
R —30L% — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020) - 1
Ax 120(L + 15) 1
Es posible determinar el valor de R,y si sustituimos (11) en (10).
Rt Lo 8 1+<4+ L) —30L% — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020)
A 7 56 70 105 7 \7 " 14 120(L + 15)
i 13189W + 11760 N 25LW  175W + 288 12
AT 240(L + 15) 48 48 1 (12)

Despejando R;y de (4) se tiene

RGY = WL - RAY - - (13)
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El valor de Ry se calcula sustituyendo (12) en (13).
13189W + 11760 25LW  175W + 288)

Ry = WL —

Gr ( 240(L + 15) M 48

R 13189W + 11760 N 23LW N 175W + 288I "
ar — 240(L + 15) 48 48 (14)

Despejando R;x de (2) da

13 1
RGX:_WL‘l‘_L_ZRGY ___(15)

12 2

Para conocer el valor de Ry sustituimos (14) en (15).
1 ( 13189W + 11760 23LW 4 175W + 288)

13
Rry =—WL+=L—-2
ox =Vl t3 240(L + 15) t 18 48
. 13189W + 11760 (W N 1) 175W + 288~ "
X7 120(L + 15) 8 2 24 (16)

Como comprobacion de los resultados, debe cumplirse que la suma de momentos
con respecto al punto A para todo el marco es nula.

> i -

@ (%(4)>+ G0 <4+E(£>>+10<%+4>+1+(W)(L)(7+%)—

2 3\2

2 1
(L N 1 WL) L 7t ﬂWLZ (13189W + 11760 (W N 1) 175W + 288)
8 2 . %WL 120(L + 15) 8 2 24
@ < 13189W + 11760 N 23LW N 175W + 288) 7+ D)
240(L + 15) 48 48
= 4W+3L+1L2+5L+40+1+7WL+1WL2 i W% + 2+ W2
15 4 2 2 16 4 24
4L 1WL 23WL2 13WL 4L+4W 41=0 OK
2 48 2 15 N
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Funciones de fuerza cortante, fuerza normal y momento flector.

Una vez que se han calculado las fuerzas reactivas en los soportes, pueden
determinarse expresiones algebraicas que describan la variacion de los elementos
mecanicos; para ello es necesario efectuar cortes en cada miembro de la estructura.
En el diagrama de cuerpo libre para un segmento de la estructura, V, N y M aparecen
actuando en sus direcciones positivas de acuerdo a la convencion de signos mas
usual y sus funciones se obtienen aplicando las ecuaciones de equilibrio.

MIEMBRO A - C.

La distribucion de la carga que esta aplicada sobre este miembro presenta una
discontinuidad en el punto B; en consecuencia, es necesario efectuar dos cortes
perpendiculares al eje del miembro A — C, uno en el tramo A — B y otro en el tramo
B — C.Desde el inicio del problema se ha especificado una coordenada x con origen
asociado en A, etiquetada como x; .

Corte en el tramo A — B. Se secciona la estructura en un punto arbitrario (intermedio
en el segmento A — B) a una distancia x; de A. En la figura 2-2d se representa el
diagrama de cuerpo libre de la porcién de la estructura ubicada por debajo del corte
para definir las acciones internas. A la derecha del diagrama se muestra un
esquema para determinar por trigonometria el valor en funcion de x; de la intensidad
W, figura 2-2e.

OSX1S4‘m

wy

% B corte A

4m

4m — xq X1

(e)

w W. —W(4 —x,) 1 1 1
10 L o Sw, = 10 = —(4W — =—W—-——W
1 40 (4 W) 10 40 *1
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Previo a la aplicacion de las ecuaciones de equilibrio, deben calcularse el area 'y su
centroide de la carga trapezoidal distribuida. Se rota la presion y se divide en dos
cargas mas sencillas, una rectangular y una triangular, figura 2-2f.

1
|EW' .
W= 2w Ly ; 0
T Tw
11 ®
1 Ew—mit’x,_
Corte A
1
1 1 1 1 ) (ggWa) 1 )
Al = (xl) (E - EW?C:[) EW'XI - wal AZ = 2 = %le

_ 1 1 1 5 , 1 3
XAy = (Exl) (10Wx1—EWx1) —%le —%le
_ 2 1 5 1 3 B 1 5 1 3
X2 4 (3x1)(80W )=Eon1 D ¥ =g Wt — oW
1 1
_ YxA oWl —5gWxi
X1c = =
sS4 L ]
10W9c1 80WX1

donde %1, < x;.

—30L2 — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020)
+Z Mcorte =0=> —M, — (x1)

120(L + 15)
1 1
1 1 le - le
< Wi, — fo) 20 240 =0
10 80 1 —Wx 1 =—=Wx?
ToW* —gg W
PR SR B 3012 + L(210 — 899W) — 8(37W — 1020) -
1= "o WH t g5 120(L + 15) *1
po_dMy_ 1, 1 (3017 4 L(210 - 899W) — 8(37W — 1020)
1= 4%, 80 xi+ g W 120(L + 15)
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" Z V=0 N (13189W + 11760 N 25LW  175W + 288)
= = = — —
1 240(L + 15) 48 48

Corte en el tramo B — C. En la figura 2-2g se representa el diagrama de cuerpo libre
correspondiente al segmento de la estructura que se produce al cortarla en alguin
sitio intermedio del tramo B — C. En la figura 2-2h se observa un esquema para
determinar el valor en funcion de x; de la intensidad W,.

dMm<x;<4m+1L/2

3T/m

Xy —4m
W,

B corte C

L/2

= x; —4m >

(h)

La fuerza resultante de la carga triangular seccionada es

=0 (522

2

Aye =
y el centroide de su area a través del cual actia es

1
ch = §(X1 - 4‘)

—30L2 — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020)
+4> Mcorte =0= —M, — (x1)

120(L + 15)
_g) (& _24
) o) (SHE ) - 0)
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1 3 12 ) 3013 + 35L2(6 — 25W) + 32L(2W + 75) — 86400
My, = ——x; +—xi + (x1)

L L 120L(L + 15)
A(LW — 240)
151
_dMy _ 3, 24 30L%+35L%(6— 25W) + 32L(2W +75) — 86400
25 0x, LA™ 120L(L + 15)

" Z Y= 0o N (13189W + 11760 N 25LW  175W + 288)
= = = — —
z 240(L + 15) 48 48

MIEMBRO C —F.

El momento de par aplicado en D provocara que la funcion de momento interno sea
discontinua en ese punto; por otra parte, en E la carga distribuida presenta una
discontinuidad. Por tanto, deben realizarse tres cortes perpendiculares al eje de este
miembro, uno en el tramo C — D , otro en el tramo D — E y finalmente uno en el
tramo E — F, todos considerando como origen del sistema coordenado al punto C
de acuerdo a las instrucciones.

Corte en el tramo C — D. Se secciona la estructura en un punto arbitrario (intermedio
en el segmento C — D) a una distancia x, del punto C; el diagrama de cuerpo libre
de la porcion izquierda del corte es proporcionado en la figura 2-2i.

0Sx2S3m
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—30L% — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020) L
Mcorte =0 => —M; — 1200+ 15) (4 + 5)

<1W><L 8) <3 >(L) (13189W+11760 25LW  175W + 288

5 273)7\3")\6)t 240(L + 15) AT 48

4 ) @) =0

(13189W + 11760 25LW 175W + 288
3 = —

240(L + 15) "8 48 )(xZ)

875L*W + 40L(175W — 246) + 64(7W — 1020)

240(L + 15)
dM;  13189W + 11760 25LW  175W + 288
V3 = = + —_
dx, 240(L + 15) 48 48
N ZFX 0o N —30L% — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020) 1 W 3 L+ 10
e d = = — —_— —
3 120(L + 15) 5 4

N = 13189W + 11760 L 175W + 288
7 120(L + 15) 2 24

Corte en el tramo D — E. En la figura 2-2j se representa el diagrama de cuerpo libre
correspondiente al segmento izquierdo de la estructura que se produce al cortarla
en algun sitio intermedio del tramo D — E.

L/2

4m

R-‘“’[ 3m
| N

()
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BZ Mcorte =0

v, — (—30L2 — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020)) (4 . E) . (1 W) (E . §) ~ <§L> <£>

120(L + 15) 2)7\57" J\273) 4" )\6
<13189W +11760  25LW _175W + 288) )t 10
240(L + 15) 48 48 ¥2)T L=

_ <13189W + 11760 25WL 175W + 288) 7(13189W + 11760)
4= - 2) —

240(L + 15) * 48 48 240(L + 15)
175LW 4 7(175W + 288)

48 48

dM, _13189W + 11760 . 25LW  175W + 288
dx,  240(L+15) 48 48

V4_ =

13189W + 11760 L 175W + 288
120(L + 15) 2 24

+—>ZFX=O=>N4=

Corte en el tramo E — F. Se secciona al miembro € — F a una distancia arbitraria
medida desde el punto C; el corte debe ser justo después de que la carga distribuida
uniformemente comience. El diagrama de cuerpo libre para la seccién cortada se
muestra en la figura 2-2k.

m<x,<7m+1L

A3c
W

1Tm M
10T ey -\D ; i :; » IV,
7 | -
] ]
' T3
L2 Vs
am
Sl
=
1
4m | Xy —Tm

(k)
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La fuerza resultante de la carga uniformemente distribuida seccionada es
Azc = W(x, —7)

y el centroide de su area a través del cual actia es

D Mcorte =

—30L% — L(210 — 899W) + 8(37W — 1020) Ly (1. \/L 8 (3 \/L
—Ms _< 120(L + 15) )(4+E)+ (§W> (E+§)_<ZL> (E)

(13189W + 11760 25LW 175W + 288

Xy — 7) _
240(L +15) ' 48 48 )(xZ) T1-Wix, 7)( 7 ) =0
o= W o (125L2W + 40L(67W — 36) + 16(1579W — 615) -
57 T2 240(L + 15) ¥

7(125L2W + 80L(23W — 18) + 8(1583W — 1230))
240(L + 15)

dM; (125L2W + 40L(67W — 36) + 16(1579W — 615)) W

V = =
> dx, 240(L + 15)

13189W + 11760 L 175W + 288
120(L + 15) 2 24

+—>ZFX=O:>N5=

MIEMBRO G — F.

La distribucién de la carga que se extiende sobre este miembro no presenta
discontinuidad, asi que sélo es necesario efectuar un corte perpendicular al eje del
miembro.

Corte en eltramo G — F. El origen de la coordenada x a utilizar, etiquetada como x;,
se asocia al punto F. A continuacion, en la figura 2-2| se proporciona un diagrama
de cuerpo libre del segmento de estructura con longitud x5. A la derecha se muestra
un esquema para determinar el valor en funcion de x; de la intensidad Ws, figura
2-2m.
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0<x, < L
<x3 < >
1
EW'+ 2T /m -
B g
2T/m |, 2
1
W +2T/m
2T /m
G LCorte F
i L
3 E—Ig
2
() (m)
1 1 L
>W (—W) (— - x3) W Wxs W Wxs
Z_ - Sy=-~2 /2 == -'-W=2+Y=2+(__ )
L L_ L 2 L 3 2 L
2 2% 2

Previo a la aplicacion de las ecuaciones de equilibrio, con base en la figura 2-2n se
calcula el areay el centroide de area de la carga trapezoidal distribuida seccionada.

1
—W +2T/m
A

W Wx 1
=2t T ; L
W W
1 2+__j
2 L
Corte G
Xz
(n)
Wxs
woow (xs)( I ) W,
= =—x
2 2 2173

W  Wxs
Ay = (x3) 2+<?— I ) =2x3+?x3—fx3
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w w
.'.A4C=ZA=2x3 +?x3—ix3
_ 1 w w , W, W g
XAy = <§x3> (2x3 +7x3 —Tx3) = X3 +Zx3 —Zx3
_ 2 w w _ w w
one - @) Qo) it Tsaerie -
w w
o __XxA x32'+Tx32'_6_Lx§
Tt T ST W W

2x3 + 5 X3 = 57 X3

donde x4 < X3

Ez Mcorte =0

(13189W + 11760 (W 1) 175W + 288
6 120(L + 15) 24

§+2 )(x3)
w w

w w o, X3+ X3 —gr a3

+(2x3 +—=x3 x3) W W

- =0
2 2L
2X3 + 5 X3 — 57 X3

W 3 W 2
M6 == _6_Lx3 + (Z"‘ 1>x3
1512(W + 4) — 10L(65W + 54) + 16(4W — 615)
- ( 120(L + 15) > (%3)

dMg W, (W+4)
Tk, | 2L3TT g %
15L2(W + 4) — 10L(65W + 54) + 16(4W — 615)
B 120(L + 15)

Ve

" Z V=0 N ( 13189W + 11760 N 23LW N 175W + 288)
= = —_ | —
6 240(L + 15) 48 48
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Ejercicio 2.3 Obtenga las expresiones algebraicas que describen la variacion de
la fuerza axial, de la fuerza cortante y del momento flector en la estructura que se
muestra en la figura 2-3a, la cual estd sometida a la accion de las cargas indicadas.

5T/m
4T /m / !
L
curva de quinto grado
ﬂv/-l%mm > /
y 1B IC D
I I I 1m
L s
|
(@) | .
Figura 2-3 | 3
I | | 4m
| | |
I
|
I
| | |
| | |
| F
|
|
I
1m ! 1m 1m 2m
SOLUCION

Calculo de las reacciones en los soportes

Diagrama de cargas. El diagrama de cargas del marco se observa en la figura 2-3b.

5T/m
p
4 Fy = 1.638304089T
curva de gquinto grado
35° 2T p - 1.147152873T
Rax
A
im
Ray T
]
(b) B
. 4 |lam
124

im.' .1 1m 2m
m 1 Rey
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Se determinan las fuerzas resultantes de las cargas distribuidas, asi como su punto
de aplicacion.

- Carga cuya intensidad es descrita por la curva de quinto grado.

El siguiente procedimiento debe llevarse a cabo para determinar el area bajo la
curva que representa la fuerza resultante y para localizar el punto donde actua tal
fuerza, es decir el centroide de su area.

Siendo conocidos tres puntos de la curva, la expresion mas sencilla que la ajusta
es

y=ax>+bx+c———()
Si tomamos como origen el punto A, entonces
enx=0m,y=0;, enx=1Imy=1T; enx=2m,y=0

Las constantes a, b y ¢ pueden calcularse construyendo un sistema de ecuaciones
reemplazando cada punto conocido de manera individual en la ecuacién (I).

a(0)>+b(0)+c=0

a(D>+b()+c=1

a(2>+b(2)+c=0
Simplificando se tiene

0a+0b+c=0——-——(1)
a+b+c=1-—-(2)
32a+2b+c=0———-(3)

Si aplicamos el método de Gauss — Jordan para resolver el sistema simultaneo de
ecuaciones, obtenemos

0 0 1!0 1 1 11 1 1 1 11
(1 1 1:1>~<32 2 1:0>~<0 -30 —31:—32>~
32 2 110 0 0 170/ \o 0 11 0

Intercambiando renglones —32R; +R; - %Rz - ;—;R3 +R,
10 11—\ /10 0i-=
5 -
~io o= |7lo 1 0! =
| 15 ) 15
0 01'0 0 0 1" 0
_R2+R1 _R3+R1
1 b 16 0
a=—-—,b=—,c=
15 15

De tal modo que
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El area bajo la curva es

A—fdA—szd —fz( ! +16 )d —[ +8 2]2—64T
S R G A TRIRETRI L AR TR M

El centroide del area es

2 1 16 1 16 5" 512
- fdi f xy dx fox( 15x Tig% )d _[ 105x t75% o _315_8
- _ _ _
dA 2(_1 5 16 64 64 7
J f e  [F(-qgx® +1gx)dx 75 5

- Carga triangular de menor intensidad.

2=(2m)(zﬂ=4T 9?2=%(2m)=§m
- Carga triangular de mayor intensidad.
3=(2m)(2ﬂ=571 9?2=§(2m)=§m
- Carga distribuida uniformemente.
Ay =(m)(5T/p) = 10T X, = %(Sm) = ;m

Se resuelve F = 2T en sus componentes rectangulares X y Y, figura 2-3c.

Fy = 2T (sen35°) = 1.147152873 T
Fy = 2T (cos 35°) = 1.638304089 T

Ecuaciones de equilibrio.

>z MA=0= (45 > (8> + (4) (3 + g) + (5) (3 + %) + 1.638304089(5)

+1.147152873(1) + (10) (;) — Rpy(5) = 0

512 44 65

T3 +t3t 8.191520445 + 1.147152873 + 25 72.29740348

Rpy = _t 5
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- Rey = 14.459480707]

64
+1 Z FY =0 Ry =5z~ 4= 5~ 1.638304089 + 14.45948070 =0

Ry = —2.398954389 = R,, = 2.398954389T }

+- Z FX =0 = Ryy — 1.147152873 — 10 = 0 == R,y = 11.14715287T =

Funciones de la fuerza cortante, de la fuerza normal y del momento flector

Los resultados obtenidos se visualizan esquematicamente en la figura 2-3d.

5T/m
p

F, = 1.638304089T

1
curva de quinto grado :
1
1T 1 cl
/m 35 2T F, = 1.147152873T
Rax = 11.14715287T 5
A B
1im
Ry = 2.398954389T] T
1
¥
(@) 3
15 4,

4m

Xz 4

:

1 [ 1 2m
m im m Rpy = 14.45948070T

R

La distribucion de la carga que actla sobre el marco presenta discontinuidades en
los puntos B,C,D y E y en el punto D existe un cambio en la geometria de la
estructura; por tanto, para obtener las expresiones algebraicas que definan la
variacion de las acciones internas es necesario cortar la estructura a través de
secciones arbitrarias en lostramos A — B,B—C,C — D,F — Ey E — D. Se ha definido
una sola coordenada x por miembro. La coordenada x; con origen en A, es valida
para la region que va desde A hasta D y es positiva hacia la derecha. La coordenada
X5, POr su parte, tiene origen en F, es valida dentro de la region desde F hasta D y
es positiva hacia arriba.

Miembro A — D.

Obsérvese que en los puntos B y C existen discontinuidades en la distribucion de la
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carga, ya que de A a B se extiende una carga repartida variable en forma de curva
de grado cinco, desde B hasta C no hay carga algunay del punto C al D se extienden
dos presiones triangulares de distinta intensidad que se traslapan. Entonces,
necesariamente el miembro A — D debe ser cortado perpendicularmente a su eje
tres veces, siempre considerando como origen del sistema coordenado al punto A.

Corte en el tramo A — B. Se secciona la estructura en un punto arbitrario (intermedio
en el segmento A — B) a una distancia x; de 4; en la figura 2-3e se representa el
diagrama de cuerpo libre de la porcion izquierda de la estructura para definir las
acciones internas.

( ! 5+1|5.)
TS T

(€)

Rax = 11.147152873T,

Xy

R, = 2.308054380T

Previo al establecimiento del equilibrio estéatico del cuerpo libre, deben calcularse el
area y su centroide de la presién seccionada cuya intensidad es descrita por la
funcién polinomial de quinto grado.

X1
o (1 5 16 x(_ 1 6,16 , L4160
- s x( 5% +15x)dx_fo (-15~ +15x)dx_[ f05* *a5*],
= = =
n( 1. 5,16 n(_ 1 5,16 1 8 2"
fO ( TEX +15x)dx fo ( 15X +15x)dx [—%x6+ﬁxz]0
1 5, 16 4
_I_—mxl +EX1
1 6,8 -
—%Xl +Ex1
A—fxl( 1 5_|_16 )d _ 1 6_|_8 )
1= ), U )T TeeM s
1 8
3 Mcorte = 0 = —M; — 2.398954389(x,) — (—%xf + Exl )
1 5, 16 4
—mxl +Ex1

=0

xl_
1 6 8 2
~g9p¥1 T1g%
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M, = @9&7 _Exl

1= 4y, 90 T 5™

16 1 8
7 - 3 _ 7 _ 3

Tos ™ Tast TgpM T

1

3 _ 2.398954389x,

CaM; 1

2 —2.398954389

+ z FX =0 = 11.14715287 + N, =0 = N, = —11.14715287

Corte en el tramo B — C. En la figura 2-3f se representa el diagrama de cuerpo libre
correspondiente al segmento izquierdo de la estructura que se produce al cortarla
en alguan sitio intermedio del tramo B — C. El equilibrio estatico del cuerpo libre

implica que

(f)

2m < x; < 3m

A

curva de quinto grado

J"f:

Ry = 111471528737 h —

I
]
]
]

'lT,"m:
i
T
[ B
|

[N

2m

Ry = 2.308954389T

64

E Mcorte = 0 = —M, — 2.398954389(x,) — (—) <x1 - —) -0

45

M, = —3.821176611x, + 1>
2= 7 17375

dM,
V, =——=-3.821176611
dx,

+- Z FX =0= 11.14715287+ N, = 0= N, = —11.14715287

Corte en el tramo C — D. Se secciona la estructura en un punto arbitrario (intermedio
en el segmento C — D) a una distancia x; de A; en la figura 2-3g se representa el
diagrama de cuerpo libre de la porcion izquierda del corte para definir las acciones

internas.
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3m<x; <5m

iy

curva de quinto grado

R ——

1T/m

m
B
Xy

2m

(9) R, = 11.147152873T

!

Ry = 2.398954389T

Con base en las figuras 2-3h y 2-3i se determinan por trigonometria los valores en
funcién de x; de las intensidades W;" y W,’, respectivamente.

T/ i 4T fm
4 1% . 0
m_o_ W =10-2x WLI (h)
2m 5m—x;
C Carte D
2m
x;— 3m S5m —x,

(i) 5T/m

C Corte T

2Zm 5 W' ,
/m = 2 = WZ = 25X1 —-75
x;— 3m Sm—xy 2m X, —3m

A continuacion, se analizan las presiones trapezoidal y triangular generadas al
haber hecho el corte anterior en la estructura.

Es conveniente subdividir a la carga distribuida cuya intensidad varia linealmente
desde 4T /m en el punto C hasta W, en el punto D, de tal modo que se formen dos

cargas mas simples de analizar, una rectangular y una triangular, justo como se

observa en la figura 2-3j.
4T fm

W, = 10 — 2x,

()

go rte
- -
x;—3Im
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Las cargas concentradas equivalentes, asi como con su punto de aplicacion son

—-3)(4—-(10-2
Iy = &y )( 2( xl)) fIIAZE(xl_:;)

1
AIIB = (x, —3)(10 — 2x,) Xig = 2 (%, — 3)

La fuerza resultante de la carga distribuida cuya intensidad varia linealmente desde
0 en el punto € hasta W, en el punto D y su brazo de palanca son

Ay =

[(xl —3)(2.5x;, — 7.5)

_ 1
2 X = 3 (x1 —3)

El equilibrio estatico del cuerpo libre del corte en el tramo C — D implica que

B Mcorte =0

—M; — 2.398954389(x;) — (6—4) (x1 - g) - l(xl (4 - 10 2x)) <§ (x; — 3))

45 2
1 (x; —3)(2.5x;, — 7.5)] (1
—(x1 - 3)(10 - 2x1) —(x1 - 3) - _(xl - 3) =0
2 2 3
64 512 5 , 2 ,
18x, + 18 3 4 15 2 % + 45 _ xS’ + 5.928823389 17797
X R T T AT T T T T, ' 171260
_Ms xSy + 5.928823389
T dx, 4 2 '

+- Z FX =0= 11.14715287 + N, = 0= N, = —11.14715287

Miembro F — D.

Aunqgue la carga distribuida uniforme de 2T /m no provoca que las funciones de las
acciones internas varien en laregion F — D debido a que tal presion se encuentra
aplicada a lo largo de todo el miembro citado, la carga puntual de 2T en E hara
que las funciones de la fuerza cortante, de la fuerza axial y del momento flector sean
discontinuas en ese punto; por tanto, se tienen que hacer dos cortes
perpendiculares al eje del miembro F — D.
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Corte en el tramo F — E. A continuacion, en la figura 2-3k se muestra un diagrama
de cuerpo libre de la seccién cortada. La fuerza resultante de la carga distribuida
uniforme es A;;, = (2T /m)(x,) Yy su punto de aplicacion es x;, = x,/2. Al aplicar las
ecuaciones de equilibrio, se tiene

Om <x, <4m

- . 32 Mcorte =0

X
_M4, + Z(xz) (72) == 0 = M4_ == sz

| v dM, ,
N - - 4 = —_— = xZ
(k) dx2

+7 ZFY =0 = 144594807+ N, =0

N, = —14.4594807

Rypy = 14.4594807T

Corte en el tramo E — D. El siguiente diagrama de cuerpo libre, figura 2-3l,
corresponde al segmento inferior con longitud x, que se origina al seccionar el
marco en un punto arbitrario (intermedio en el segmento E — D). Por lo tanto,

4m < x, <5m

Ne

IE,:l £383040897
") +4) Mcorte =0
Vs --P_'S(

Fy 3 1.147152873T X
EE'——_; =4 —Ms+2(xy) (?2) +1.147152873(x, —4) = 0
% I | 0 oa
0 e84 My = x,? + 1147152873, — 4.588611492
t = am
of | le— Vs = — = 2x, + 1.147152873
he— dx;
v J v
é +1 Z FY = 0 = 144594807 + N5 = 0
] Ns = —14.4594807
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2.2 DIAGRAMAS DE FUERZA CORTANTE, DE FUERZA NORMAL Y DE
MOMENTO FLECTOR

Ejercicio 2.4 Calcular las reacciones del marco isostatico triarticulado en dos
aguas que se muestra en la figura 2-4a. Determine ademas las expresiones
algebraicas que describen la variacion de las acciones internas en cada miembro y
Uselas para realizar los diagramas correspondientes. Considere que las cargas
uniformemente repartidas actdan perpendicularmente a los miembros B—-C y
D — C, respectivamente.

s\

im

im

5m 5m

(a)
Figura 2-4

SOLUCION
Calculo de las reacciones en los soportes

Diagrama de cargas. En la figura 2-4b se muestra el diagrama de cuerpo libre de la
estructura.

Se proporciona el célculo de las cargas concentradas equivalentes de las presiones,
asi como su punto de aplicacion.

- Carga distribuida uniforme de 4T /m.

La longitud del miembro B — C es

Lg_¢c = \/(Sm)z + (4m)? = V41m

Por lo tanto,

Ugy = (4T /m)(V41m) = 25.6125T
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%, = 2 (V&Im) = 3.20156m

R Upy = 19.2094T

Upy = 25.6125T
R1 \

g Y
O YA i |-

4im

(b)

- Carga distribuida uniforme de 3T /m

La longitud del miembro D — C es
LD—C = V41m

Por lo tanto,
Ugz = (3T/m)(V41m) = 19.2094T
1
X, = E(\/Hm) =3.20156m

Con base en las figuras 2-4c y 2-4d, se determinan las componentes rectangulares
X,Y de las fuerzas resultantes Ug; Y Ug,.

- Para Ug, = 25.6125T

4
Urix 0 = tan~ 1= = 38.6598°
- =¥ 5
%V I U
AN N0 = —2% = Upyy = Upy sin 6 = 25.6125T(sin38.6598°) = 16T
%\\/\: Uiy sinf = Uny = Ug1x = Ugqysin@ = 25. (sin38. ) =
T
5 Unay
cosf = = Ugpyy = Uy cos @ = 25.6125T (c0s38.6598°) = 20T
(c) Ur1
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- Para Ug, = 19.2094T

URZX
U
o sin@ = —2£ = Up,x = Ugy sin 6 = 19.2094T (5in38.6598°) = 12T
Upay , 8 49 R2
I/ O
Q@,// cosf = Ulf:: = Ugyy = Ugy cos 8 == 19.2094T (c0s38.6598°) = 15T

(d)

Ecuaciones de equilibrio. La convencion de signos que se usara para las siguientes
ecuaciones es indistinta; si el lector opta por tomar las opuestas, debera llegar a los
mismos resultados.

Tomando en cuenta que el momento en una articulacion siempre es nulo, es posible
plantear que la suma de momentos en C es igual a cero, ya sea para la parte
derecha, o0 como en este caso, para la parte izquierda.

BZ MCqu == O = RAy(Sm) - RAx(8m) - URlx(Zm) - URly(Z.Sm) = 0

Luego, para todo el marco tenemos
+TZFY= 0=>Ryy +Rgy —Ugyy —Upyy =0=> Ryy + Rgy — (20 4+ 15) =0
Ray + Rgy =35———(2)
+—>ZFX=0:>RAX—REX+UR,X—UR2X=0:>RAX—REX+16—12 =0
Ryx —Rgx = —4———(3)
3 MA = 0 = Ug;x(6m) + Upyy(2.5m) + Ugyy (7.5m) — Ugax(6m) — Rgy(10m) = 0

16(6) + 20(2.5) + 15(7.5) — 12(6) — 10Rzy = 0 = —10Ry = —186.5 — — — (4)

Se procede a resolver el sistema de ecuaciones enumerado anteriormente.
Si se despeja Rgy de la ecuacion (4), se tiene

186.5

Ry = ———— = 18.65
Ev —-10

Como el resultado obtenido es positivo, el sentido propuesto es correcto.
~ Rgy = 18.65TI
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Sustituyendo Rz, = 18.65 en la ecuacion (2) y despejando Ry, Se obtiene
Ryy = 35 —18.65 = 16.35T
De nuevo el sentido propuesto es adecuado.
W Ry = 16.35TI

Sustituyendo R,y = 16.35 en la ecuacion (1) y despejando Ry, da

82 — 5(16.35)
5(16.35) — 8R,x = 82 = R,y = — = —0.03125

El signo negativo indica que el sentido de R,y es opuesto al supuesto.
“ Rux = 0.031257 4mmm
Sustituyendo R,y = —0.03125 en la ecuacion (3) y despejando Rgy resulta
—0.03125 — Ry = —4 = Ryy = —(—4 + 0.03125) = 3.96875

Por el signo resultante, efectivamente Ry actla hacia la izquierda como se propuso
en el diagrama de cargas.
o REX = 3.96875T_

Forma alterna. Otra manera de calcular las reacciones en los apoyos del marco
triarticulado es haciendo uso de las reacciones en la articulacién; para ello, es
necesario partir la estructura en dos, justo en donde se ubica la articulacion, en este
caso en C, figura 2-4e. Después se aplican las ecuaciones de equilibrio en ambas
porciones del marco. Una vez mas los sentidos de todas las fuerzas reactivas se
proponen arbitrariamente; forzosamente las reacciones de la articulacién son de
igual magnitud y direccion, pero de sentido opuesto y pueden ser calculadas si
tomamos momentos respecto de A en la porcion 1 y respecto de E en la porcion 2
usando una convencion de signos arbitraria (da lo mismo considerar como positivo
a un momento horario o0 a un momento antihorario) y se resuelve el sistema
simultaneo de ecuaciones con incognitas Cy y Cy.

Para la porcion 1 tenemos

BZ MA =0 = —Cy(5m) — Cy(8m) + Upyy (2.5m) + Upyx(6m) = 0

—5C, — 8Cx + 16(6) + 20(2.5) = 0 = —5C, — 8Cy = —146 = 5Cy + 8Cx = 146 — — — (a)
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Para la porcion 2 tenemos

BZ ME = 0 = —Cy(5m) + Cy(8m) — Unyy(2.5m) — Ugpx(6m) = 0

—5Cy + 8Cx — [12(6) + 15(2.5)] = 0 = 8Cx — 5Cy = 109.5 — — — (b)
Porcién 1 Porcién 2
Upyy = 20T Cor Uggy = 15T B
Up, = 25.6125{" : ) Y kax Ug, = 19.2094T

5 Upoy = 12T
>,X R2X 4m

Upix =.16T,

4im

5m 5m

(e)

Se resuelve el sistema de ecuaciones (a) y (b).
Sumando la ecuacion (a) con la ecuacion (b) resulta

+
—5Cy + 8Cx = 109.5

16Cy = 255.5

255.5
CX == T = 1596875

Sustituyendo Cy = 15.96875 en la ecuacion (b) y despejando Cy da

109.5 — 8(15.96875)

3.65
-5

8(15.96875) — 5Cy = 109.5 = Cy =
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Si la suma de fuerzas en cualquier direccion es nula en la porcion 1, obtenemos

Cy = 15.96875T 4mm y C, = 3.65TI

+- ZFX = 0= 16 — 15.96875 — Ryy = 0 = Ryx = 0.03125 == R,y = 0.031257 4mmm

+TZFY=0

3,65~ 20 + Ry = 0= Ry = 16.35 = Ry = 16357

De manera analoga, para la porcién 2 se tiene
Cy = 15.96875Twmp y Cy = 3.65Tl

+- Z FX =0 = 1596875 — 12 — Rgx = 0 == Rpx = 3.96875T ¢umm

+1 Z FY =0= —3.65—15+Ryy = 0 =~ Ry = 18.65TI
Funciones de la fuerza cortante, de la fuerza normal y del momento flector

Los resultados obtenidos se muestran esqueméaticamente en la figura 2-4f.

URlY = 207{%\((\’ URZY = 15T

Ugpi = 25.6125T )
R1 N

4im

4im

RAY = 16.35T REY = 18.65T

(f)
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La distribucion de la carga que actua sobre el marco presenta discontinuidades en
B,C y D,y en cada uno de esos puntos existe ademas un cambio en la geometria
de la estructura; por tanto, para obtener funciones que definan la variacién de los
elementos mecanicos es necesario cortar la estructura a través de secciones
arbitrarias en lostramos A — B,B — C,E — Dy D — C. En la figura anterior se observa
la forma en las que han sido definidas las coordenadas x;, x,, x5 Y x4.

Miembro A — B.

Corte en el tramo A — B. Se secciona la estructura perpendicularmente al eje del
miembro en un punto arbitrario (intermedio en el segmento A — B) a una distancia
x, de A; en la figura 2-4g se muestra el diagrama de cuerpo libre de la porcion
inferior de la estructura para definir las acciones internas. Al aplicar las ecuaciones
de equilibrio, se tiene

OSx1S4m

BZ Mcorte = 0= —M; + 0.03125x; = 0 = M; = 0.03125x;

M, +- Z FX=0=V;-0.03125=0>V; = 0.03125

a3l

o también:
N dM,
1797 Ry = 0.03125T V;, =——=0.03125
dx,
R, = 16.35T +TZFY:0:>16.35+N1:O:N1 :_16.35
(@
Miembro B — C.

Corte en el tramo B — C. En la figura 2-4h se representa el diagrama de cuerpo libre
correspondiente a la porcion izquierda de la estructura que se produce al cortarla
(perpendicularmente al eje del miembro) en algun sitio intermedio del tramo B — C.

La fuerza resultante de la carga distribuida uniforme es F; = (4T /m)(x,) = 4x, y su
punto de aplicacion es g = x,/2.
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0 <x, <Vdlm

Ruopt Rayy = 0.01952T + 12.7672T

W
//\,0 R,y = 16.35T \\ /
+ AN o
o N
! ///§x

¢

Con los datos del marco original, es posible determinar

sinf y cosf usando
trigonometria, figura 2-4i.

¢ 4
sinf = I
,((\
N
§ im 0 5
cosf = —
) Vit
B
5m
0]

De la porcion del corte considerada, las distancias a, b, c y d se deducen aplicando
identidades trigonométricas, figura 2-4;.
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corte

5
a=x,c080 =—x
“ 2 \/HZ
’ b in @ 4
=x,sinfd =—x
0 2 \/HZ
B
a
()} B
(4m)sin@ = 4 (4) 16
c=(0@Am)sinf =4m|—)=—m
AN Vi) Vi
" d = (4m) cos 0 = 4 (5) 20
=(4dm)cosfd =4dm|—| =—m
g Va1, W41
A

Para aplicar las ecuaciones de equilibrio en el cuerpo libre, descomponemos
R,y,R4x Y F, en sus componentes rectangulares cuyas lineas de accion coinciden
con la fuerza cortante V, y la fuerza normal N,, figuras 2-4k, 2-4ly 2-4m.

A\y\ o - Para R,y = 16.35T
RN
N 4
Ry =16.35T \ Ruyx = 16.35T (—) =10.2138T
j V41
7z, 5
, T Ruyy = 16.35T (\/ﬁ> = 12.7672T

(k)

> - Para Ryx = 0.03125T
Q\?ﬁj\ / \ Q\?j:‘

/0 \ R —003125T( > ) = 0.0244T
> } AXX . \/H .
R = 0.03125T (—) = 0.01952T
(I) AXY \/H
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Fix - ParaF; = 4x,
S™—7
N ool 4 16
NN Fur = s () - 22,
Qx//"‘ \XI lx *\Va1/ a1’
5 20
Fiy = 4x; <_> ==X
(m) Va1, Va1

El equilibrio estatico del cuerpo libre implica lo siguiente:

La suma de momentos en el punto del corte es nula.

EZ Mcorte =0

e Opcion 1.

Tomando momentos alrededor del punto del corte considerando los ejes ----- ----- que
pasan por tal punto, se puede despejar directamente M,. '

—M; + Ryy(a) + Ryx (4 + b) — Fix(f) — Fiy(e) =0

5 4 16 2
—M, + 16.35 (—x )+ 0.03125 (4+—x )——x (—x )
2 Va1l Va1 ?) var t\ya1 ot

20 ( 5 >
———x, ——2x, ) =02 M, = —2x,%2 + 12.7867x, + 0.125
,—41 2 2 ,—41 2 2 2 2

Si x, =41, entonces M, = 0, lo cual es correcto ya que el momento en una
articulacion es nulo.
e Opcion 2. .

Tomando momentos alrededor del punto del corte considerando los ejes 'QLEE’____

gue pasan por tal punto, se puede despejar directamente M,.

—M; + (Raxy + Rayy)(c + x2) + (Raxx — Rayx)(d) — Fi(x; — 9) =0

16 20
—M, + (0.01952 + 12.7672) (— + x2> +(0.0244 — 10.2138) (—)
Va1 Va1

Xy 5
—4x, (?) =0= M, = —2x,% + 12.7867x, + 0.125

La suma de fuerzas en la direccién del cortante es igual a cero. Por lo tanto,
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\+ZFY:0:>RAXY+RAYY_F1+V2:0

0.01952 + 12.7672 —4x, — V, = 0 = V, = 12.7867 — 4x,
o también

dM,
Vo = g, = 127867 — 4x,

La suma de fuerzas en la direccidén de la normal es igual a cero. Por lo tanto,

/:Z FX =02 Ryyy — Ryxx + N, = 0= 10.2138 — 0.0244 + N, = 0 = N, = —10.1894

Miembro E — D.

Corte en el tramo E — D. Se secciona la estructura perpendicularmente al eje del
miembro en un punto arbitrario (intermedio en el segmento E — D) a una distancia
x5 de E; en la figura 2-4n se muestra un diagrama de cuerpo libre del segmento de
estructura con longitud x;. Por lo tanto,

OSx3S4-m

BZ Mcorte = 0 = —M; + 3.96875x; = 0

‘ M; = 3.96875x;

+- ZFX =0=V;—3.96875 =0 = V; = 3.96875

M, o también:
dM,
V; = ——=3.96875
dx;
Rgy = 3.96875T +7 Z FY =0= 18.65+ N; = 0= N; = —18.65

Ry = 18.65T

(n)
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Miembro D — C.

Corte en el tramo D — C. Se secciona la estructura perpendicularmente al eje del
miembro en un punto arbitrario (intermedio en el segmento D — C) a una distancia
x, de D; el diagrama de cuerpo libre correspondiente a la porcion derecha de la
estructura que se origina al haber efectuado el corte es mostrado en la figura 2-4f.

0 < X4 < V4‘1m
5
e = X
241 "
| | NS
| E 15 // 0
% E Fzy =E—X4 4
My V41 /o™ >
¢ /7
f=—
ot RVAN el %
= —X /]
var o T I A4l
|
|
| »
------------------------------ Trommmm e AN TS +
i K
7S ! A QO’%
|
4 2, | 7
m i Y &%
| <8 Q
| ,%¢
______________________________ JI_____________________ REX = 396875T
L 7
! a=—x »
: 41 \é—};,,
Lo N
2 3
W '09
Nota: Tome en cuenta que el marco analizado es //'\’ 9}
simétrico en cuanto a geometria se refiere. 4 X 7
& ‘s
< Sy
6
(f)

La fuerza resultante de la carga distribuida uniforme es F, = (3T/m)(x,) = 3x, y su
punto de aplicacion es g = x,/2.

Tome en cuenta que el marco analizado es simétrico en cuanto a geometria se
refiere.
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Para aplicar las ecuaciones de equilibrio en el cuerpo libre, descomponemos
Rgy, Rgx Y F, en sus componentes rectangulares cuyas lineas de accion coinciden
con la fuerza cortante V, y la fuerza normal N,, figuras 2-40, 2-4p y 2-4q.

< - Para Rgy = 18.65T
,’ Rgy = 18.65T Rpyx = 18.65T (ﬁ) = 11.6506T
% h
2R Revy = 18.65T (—> = 14.5632T
@,} \\ EYY \/H

(0)

- Para Rgy = 3.96875T
Rpx = 3.96875T

Sy " Reyy =3 96875T( > ) = 3.099T
D, S8 S var)
e \\l A\ 4
Reyy = 3.96875T (—) = 2.4793T
(p) ExY VA1

- Para F, = 3x,

FZX
ot F 3 ( 4 ) 12
Foyi 0 =3x,|— ) =—x
ZY/\ Q{\'// 2X 4 m m 4
(a) F. 3 ( > ) 15
=3x|— | =—x
2Y 4 (—41 (—41 4

El equilibrio estético del cuerpo libre implica que

X
Ez Mcorte = 0= M, + F, (?4) (Rexx + Reyx)(d) + (Rgxy — Reyy) (x4 +¢) =0

M, +3 (x‘*) +(3.099 + 11 6506)( 20 ) +(2.4793 — 14 5632)( 16, ) 0
4 x4 - . . ig— . - . i— X4 -
2 V41 Va1

M, = —1.5x,2 + 12.0839x, — 15.875

Si x, = V41, entonces M, = 0, lo cual es correcto ya que el momento en una
articulacion es nulo.

Cuando se corta sobre la superficie derecha, el cortante es igual a la derivada
negativa del momento. En consecuencia,
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Vv, = dM4—3 12.0839
4 = dx, X4 :

La suma de fuerzas en la direccion de la normal es igual a cero. Asi que,
‘&Z FX =0 = Rgyxx + Rgyx + N, = 0 = 3.099 4+ 11.6506 + N, = 0 = N, = —14.7496

Diagramas de fuerza cortante, de momento flector y de fuerza normal

Las funciones deducidas se evallan y luego se grafican los datos, asi como se hizo
para las vigas.

Diagrama de fuerza cortante, figura 2-4r.

V(T) >
d(m) s

q 4
(\Q)
NG
i
o
=] 4
o
Vs
5 5 Nota: No a escala

(r)

La posicion donde el cortante es igual a cero, es decir, donde se ubica el momento
maximo, es
0 =12.7867 — 4x, - Xpmayx = 3.19668m — — — Miembro B — C

0 =3x, — 12.0839 - x4mqy = 4.02797m — — — Miembro D — C

Diagrama de momento flexionante, figura 2-4s.

Obsérvese que el momento es nulo en la articulacion C y en otro punto intermedio

al Miembro D — C. Para hallar su posicion hacemos
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0 = —1.5x,% + 12.0839x, — 15.875 = x,, = 1.65285m; x, , = 6.4031m

Por otra parte, el momento maximo es

Mymax = —2(3.19668)2 + 12.7867(3.19668) + 0.125 = 20.56246T.m — — — Miembro B — C
My = —1.5(4.02797)2 + 12.0839(4.02797) — 15.875 = 8.46177T.m — — — Miembro D — C
M(T.m)
d(m) &

D2

5 5 Nota:No a escala

(s)

Diagrama de fuerza normal, figura 2-4t.

N(T)
d(m)
4
5
< |4
~—
5 5 Nota: No a escala

Vv

(t)
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Ejercicio 2.5 Dibuje los diagramas de fuerza cortante, de fuerza normal y de
momento flexionante del marco visualizado en la figura 2-5a.

12T

(a)
Figura 2-5

2m |\ 2m i 2m . 3m

SOLUCION
Calculo de las reacciones en los soportes

Diagrama de cargas. Se muestra en la figura 2-5b.

12T

X =

3m

199



CAPITULO 2  ANALISIS DE MARCOS ESTATICAMENTE DETERMINADOS

La longitud del miembro A — B es

Lag =/ (4m)2 + (5m)? = V41m

En consecuencia,

sinf, = 4/\/H cosf, = 5/\/H
4m 2m (Zm)(\/ﬁm) V41 4dm 2m (5m)(2m)
=—=b= = m >q=—=

2.5m

- = = -
\Va41m b 4m 2 5m a 4m

La longitud del miembro D — C es

Lpc =/ (5m)2 + (5m)? = 5v2m
Por lo tanto,

sinf, /5\/5 /\/E cos6, /5\/5 /\/E 0; =0,

Con base en la figura 2-5c, las componentes rectangulares de la carga puntual de
8T parael plano X —Y son

Fiy 4 32v41

inf, =— = F,, = F, si 9=8T< )= T
Fix 5 40v41

cosf, =—>=F,, =F, cosf =8T< )= T

A continuacioén se efectla un analisis de la carga con variacion lineal.

La carga concentrada equivalente es

(5v2m)(5T/m) 252
A = 2 )

T

y su punto de aplicacion se localiza a una distancia de
1 5
=3 (5v2m) = §\/§m

A partir de la figura 2-5d, las componentes rectangulares de la resultante 4, son

Qs e A g zsﬁT 1y_25,
Sinby, =—= A1y = A1SInby, = —— (_>:_
(ﬁj/},‘iA 4 2 "\y2) 2
V7
@ el Any 253 18 25
A_4} C0564=A_1:>A1X=A1COSG4=TT<E>=7
1X
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Las distancias c y d pueden ser deducidas por trigopnometria como sigue:

5m c B sm (%\/Em) _ Em

= = C =
5v2m %x/?m 5v2m 3

d= \/[(S\Em) - (gﬁm)]z - (Sm —§m>2 = ?m

Ecuaciones de equilibrio.

40vAT 32VAT 25 10
B MA =0 < ;/1_> (2.5) + < ;/1_> (2) + (12)(6) — (10)(5) + <7> (9 +?>

25\ /5
_ (_) (_) — (Rpy)(14) = 0 = Rpy = 12.9247 = Rpy = 12.92477]

2/\3
4041 25
+—>2FX =0 Ry + = 10 = 22 = 0= Ryy = 16253 =5 Ryy = 162537 —>
32v41

25
T~ 125 +12.9247 = 0 = Ry = 16.5729

“ Ry = 1657297}

T+2FY=O:RAY—

Como comprobacién, se debe cumplir que la suma de momentos respecto de D es
nula.

D5 0=~ ()6)- ()6~ - a0 - 00 - (2

(40@
+

0 >(2.5)+(16.5729)(14)z0 ok

Funciones de la fuerza cortante, de la fuerza normal y del momento flector

Los resultados obtenidos se muestran en el diagrama de la figura 2-5e.

En el marco se pueden distinguir cinco regiones distintas. En el miembro A — B, un
primer tramo va desde A hasta el punto de aplicacion de la carga puntual de 8T y
un segundo tramo seria la parte restante del miembro. Un tercer y cuarto tramo se
observan por inspeccién en el miembro B — C debido a la aplicacion de la carga
puntual de 12T. En el miembro € — D no hay variacion en la distribucion de la carga,
por lo que toda su longitud comprenderia el quinto tramo. Para obtener funciones
gue definan la variacion de las acciones internas es necesario cortar la estructura a
través de secciones arbitrarias en los tramos mencionados.
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A diferencia de los marcos resueltos anteriormente, en los que se habia establecido
una coordenada x por miembro, esta vez se opta por definir una coordenada x para
cada tramo distinto, lo cual también es valido. En la figura pueden notarse
claramente la forma en las que han sido definidas las coordenadas x;, x,, X3, x5 Y
Xz, las cuales cubren perfectamente cada una de las regiones de la estructura.

Con base en las figuras 2-5f, 2-5g y 2-5h, se calculan las componentes
rectangulares de las reacciones en los apoyos que seran Uutiles al efectuar el
equilibrio en algunos diagramas de cuerpo libre originados al cortar la estructura.

- Para Ryx = 16.253T

sinf, = Raxr Ruxy = Ry sinf, = 16.253T (i> =10.1532T
Rax Va1
Cosf, = XX p R cosf, = 16.253T (i) — 12.6915T
AX V41
- Para R,y = 16.5729T
sin @, = Ravx Ruyx = Ruy sinf, = 16.5729T (i> = 10.353T
Ruy Va1
cos @, = Rarv Ruyy = Ray cos 6, = 16.5729T (i> = 12.9413T
AY V41
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- ParaRpy = 12.9247T

& ~
e S ) Rpyy : 1
/ 0 g Sin 93 = — RDYY == RDY Sin 03 = 12924‘7T <_> == 913914‘T
(h) ‘ B DY V2
S [
N . Rpyx 1
AN I cos 05 = = Rpyx = Rpy cos 65 = 12.9247T (—) = 9.13914T
DY \/7

Miembro A — B.

Corte en el tramo (1). Se secciona la estructura perpendicularmente al eje del
miembro a una distancia x; de A, antes del punto donde se encuentra aplicada la
carga puntual de 8T; el diagrama de cuerpo libre de la seccion cortada, figura 2-5i,
con su analisis son

V4l
0 < x; STm

BZ Mcorte = 0 = 10.353(x;) — 12.6915(x;) — M; = 0 = M; = —2.3385x;

V41
enx; = Tm, M, = —7.48685T.m

\l—ZFX =0=12.6915—10.353 +V, = 0 = V, = —2.3385

/—IY-Z FY =0 = 10.1532 + 12.9413 + N; = 0 > N; = —23.0945

Corte en el tramo (2). Se secciona al marco perpendicularmente al eje del miembro
a una distancia x, del punto de aplicacion de la carga puntual de 8T; en la figura
2-5] se muestra el diagrama de cuerpo libre de la porcion inferior de la estructura
para definir las acciones internas. Al aplicar las ecuaciones de equilibrio, se tiene
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()

Va1l
az Mcorte = 0 = (10.353 — 12.6915) > +x, | —8(xy;) =M, =0
M, = —10.3385x, — 7.48685

V41
enx, =0,M, =—-7.48685T.m;en x, = Tm, M, = —40.5862T.m

\I—ZFX =0=12.6915-10353+8+V, =0=V, = —10.3385

/IY-ZFY = 0= N, = —23.0945

Miembro B — C.

Corte en el tramo (3). Se representa el diagrama de cuerpo libre correspondiente a

OSX:;SZT”

YT M,

(k)

Rax = 16.253T

" 2m”  2m X3
Ray = 16.5729T
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la porcién izquierda de la estructura que se produce al cortarla (perpendicularmente
al eje del miembro) en algun sitio intermedio del tramo comprendido desde B hasta
el punto de ubicacion de la fuerza de 12T, figura 2-5k. Por lo tanto,

E Mcorte =0

4041 ) (2.5) - (32\/_

(16.5729)(4 + x3) — 16.253(5) — ( )(2 x3)—M; =0

M3 = 11.5753X3 - 4‘0.5859
X3 = 0,M; = —40.5859T. m; x5 = 2m, M = —17.4352T.m

32v41

+1 Z FY = 0= 165729 ———— V3 =0 = V3 = 11.5753
40v41

+—>ZFX =0= 16253+ — —+ Ny = 0= N; = —22.5

Corte en el tramo(@) . Se secciona al marco perpendicularmente al eje del miembro
a una distancia x, del punto donde esta aplicada la fuerza de 12T; en la figura
2-5] se muestra el diagrama de cuerpo libre de la porcion izquierda de la estructura.
El equilibrio estético del cuerpo libre implica que

0SX4S3m

llZT

S

X4

BZ Mcorte =0

40;/1H (2.5) - 32\/_

M, = —0.42466x, — 17.4352
enx, =0,M, =—-17.4352T.m;en x, = 3m, M, = —18.7092T.m
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32V41

+7 Z FY =0=16.5729 — -12-V,=0=V, =-0.42466

+—>ZFX:O:>N4:—22.5

Miembro D — C.

Corte en el tramo(5) . Se secciona la estructura perpendicularmente al eje del
miembro en un punto arbitrario (intermedio en el segmento D — C) a una distancia
x5 de D; en la figura 2-5m se muestra un diagrama de cuerpo libre del segmento de
estructura con longitud xs.

0 < x5 <5V2m

(m)

Se procede a realizar un analisis de la carga trapezoidal. El siguiente esquema,
figura 2-5n, en el que se ha rotado el miembro D — C, es Util para determinar el valor
en funcion de x5 de la intensidad W’. Aplicando triangulos semejantes se tiene

17.07107m — xs| Xs
. SE

N

5v2m = 7.07107m

5 w’ e ST07107 —x)
= 1 = = — U.
7.07107 _ 7.07107 — x< 7.07107 %5
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A patrtir de la figura 2-5f se determina el area A; bajo la recta que representa la
fuerza resultante. Esta fuerza actla a traves del centroide de su area x;.

0.707107xs

(R) 5T/m — 0.707107x,

(x5)(0.707107x5)
2

A=A, + Ay = (x5)(5 — 0.707107x5) +

1 1
MiA (5% —0707107x5?) (5%5) + (0.353554x5%) (3%5)  2.5x% — 02357021
YA 5x5 — 0.353554x2 "~ 5x5 — 0.353554x2

Xy

Si se aplican las ecuaciones de equilibrio en el diagrama de cuerpo libre, resulta

E Mcorte =0

2.5x5% — 0.235702x53 e =0
5xs — 0.353554xc2 >

—9.13914x; + (5x5 — 0.353554x52) <x5 -

Mg = —0.117851x53 + 2.5x5% — 9.13914x;
en x5 = 5V2m, M5 = 18.7098T.m
/FZ FX =0 = 9.13914 — (5x5 — 0.353554x:%) + Vs = 0
Vs = —0.353554x52 + 5x5 — 9.13914
er FY =0 = N5 +9.13914 = 0 = N5 = —9.13914
Diagramas de fuerza cortante, de momento flector y de fuerza normal
Diagrama de fuerza cortante, figura 2-50.

Para encontrar la posicion del cortante igual a cero en el miembro D — C, es decir,
donde el momento es maximo, hacemos

0 = —0.353554x:2 + 5xs — 9.13914
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Al resolver la ecuacion de segundo grado resulta

_ —5+/(5)? — 4(—0.353554)(—9.13914)
s = 2(=0.353554)

= x5, = 2.15674; x5, = 11.9854

Como la solucion debe de estar dentro del intervalo real del miembro [0,5v2m], se
infiere que xg,q = 2.15674m.

11.5753
V(T)
d(m) )
BI C ...............................................
E /’/ v?\{ss
H G
;“:\ .
Ny >
(0) | ViR >
H /Qr Jo)
E (e 9\;
o7
A oo CHTPEAERegURAE GTaae N )
%ng E
GO
an '
Nota: No a escala
2 i 2 2 3 5

Diagrama de momento flexionante, figura 2-5p.

M(T) : ¢
d(m)

(9]

curwa de tercer grado

Nota:No a escala

Un valor maximo del momento en el miembro D — C puede ser hallado sustituyendo
Xs = Xsmax €N la ecuacion de M-.

Msaxr = —0.117851(2.15674)3 + 2.5(2.15674)? — 9.13914(2.15674) = —9.26423T.m
El otro momento maximo se determina evaluando Ms en el extremo x5 = 5v2m.
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Mymaxz = —0.117851(5v2) + 2.5(5v2)” — 9.13914(5VZ) = 18.7099T. m

La posicion del momento igual a cero en este mismo miembro puede hallarse al
hacer

0= —0.117851x53 + 2.5x5% — 9.13914x;

Como el momento nulo debe estar posicionado en el intervalo real del miembro
[O,Sﬁm], se cumple que una de las tres raices esté dentro del rango de valores
citado; tal raiz puede ser calculada aplicando el método de tanteos. Para ello,
evaluamos el polinomio f(x) = —0.117851x¢> + 2.5x5% — 9.13914x5 en el intervalo
mencionado y en donde haya un cambio de signo tenemos una solucion; iteramos

n” veces hasta que nuestra solucién sea exacta o lo mas exacta posible (cuando
f(x) =00 f(x)~0). Los resultados obtenidos se visualizan en la tabla 2-2.

x5 flxs) 4 -4.099 x5 fixs) 4.68 -0.095
0 0 4.1 -3.567 4.6 -0.611 4.69 -0.03
1 -6.756 4.3 -3.015 4.61 -0.547 4.7 0.0354
2 -9.221 4.3 -2.443 4.62 -0.483 4.60 -0.03
3 -8.099 4.4 -1.851 4.63 -0.419 4.691 -0.023
4 -4.099 4.5 -1.24 4.64 -0.354 4.692 -0.016
5 2.0729 4.6 -0.611 4.65 -0.29 4.693 -0.01
6 9,7093 4.7 0.0353 4.66 -0.255 4.694 -0.0039
7.0711 18.7099 4.8 0.68875 4.67 -0.16 4.695 0.0027
Tabla 2-2
“ X5, = 4.695m

Evidentemente el momento también es cero en x5, = 0, es decir, en el punto D.

Diagrama de fuerza normal, figura 2-5q.

B
N(T A NN
d(m) )
; 22.5
(a) ~ 5
A4
(ng:
A T ) o —
Nota: No a escala
4 5 5
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2.3 METODO DEL PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL

Ejercicio 2.6 Deduzca las expresiones algebraicas que describen la variacién de
los elementos mecanicos en cada miembro del marco que se muestra en la figura
2-6a. Ademas, determine el desplazamiento vertical y la rotacion tomando en
cuenta solo las deformaciones debidas a la flexion, ambos en el punto B. Considere
gue EI es constante para los tres miembros.

6T /m
4T /m
~ A ‘B
e ' E
2\ |
@  m
Figura 2-6 ' A =
4m 2m 6m
SOLUCION

Célculo de las reacciones en los soportes

Diagrama de cargas. Con base en el esquema representado en la figura 2-6b se
determinan el angulo 6, y las distancias a y b.

2
0, = tan~! Z= 15.9454°

(b) 210
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2m _ a 2(3)

_— = = = 2 2 —
7 = 3m =>a 5 0.857143m b \/(0.857143m) + (3m) 3.12m

La fuerza de 10T se resuelve en sus componentes X y Y, figura 2-6c¢.

B = 40° + 0; = 40° + 15.9454° = 55.9454°

F,
sinf = % = F;x = 10T(sin 55.9454°) = 8.28504T
1

F
cos B = -~ = F,, = 10T (cos 55.9454°) = 5.59983T
ﬂ F 1Y
1

Los sentidos de las fuerzas reactivas de los apoyos se suponen arbitrariamente.
Obsérvese gque el apoyo inclinado en A es libre, por lo que la reaccién R, es
perpendicular al plano en que puede deslizarse dicho soporte, figura 2-6d. A partir
de la figura 2-6e, se resuelve R, en sus componentes rectangulares.

Plano de hy = /12 4 22 =[5

deslizamiento del

, Tv,  sonarte sinf, = 1/\/§
cos B, = 2
i 2=/ 5
(d)
Rax sind, = R4/ SRy = =R
r-g-c 2~ RA AY — A
Ryl 2
Rp

R
COSBZ = AX/RA = RAX = ERA

(e)

Las cargas concentradas equivalentes A; de las cargas distribuidas uniformemente
y sus puntos de aplicacion x; son

- ParaW, =4T/m
1
A, = (4T /m)(6m) = 24T X, = §(6m) =3m
- ParaW, =6T/m

A, = (6T/m)(6m) = 36T X, = %(6m) = 3m
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En la figura 2-6f se visualiza el diagrama de cargas de la estructura.

I A, = 36T
X, =3m _2 3m>| 6T /m
2 AT/m |
s = R } J
Y 3 B . i, |7 B
R I ' ‘_'J'j b8 L
AN 1 e : b
A\Ray = —=Rs 3 | 2m
1 i a B B B - - o o oo
| = L = 8.28504T
| 3m
A
RCY
()

Ecuaciones de equilibrio. Al haber descompuesto R, en sus componentes
rectangulares X y Y, y al sumar los momentos alrededor de C se obtiene una
solucion directa para R,. Con este resultado es posible obtener R-x y Ry .

EZ MC =02 (%RA) 7) + (iRA) (4) — 24(1) + 36(5) + 5.59983(0.857143)

V5
135.9447
—8.28504(3) = 0= Ry = _—18\/5 =—-16.8879 >~ Ry = 16.88791/
5
1 1
Ry = T(—16.8879) = —7.5525 =~ Ryy = 7.5525T:
5 v
2
Rix = E(_16_8879) = —15.105 = Ryx = 15.105T4¢===
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Los sentidos que se propusieron para R, y SUS componentes R,y Y R,y tuvieron que
invertirse ya que se obtuvieron magnitudes negativas en ellas. Para las siguientes
dos ecuaciones deben usarse los sentidos correctos.

+- Z FX =0 = —15.105 — 8.28504 + Ry = 0 = Rpx = 23.39 == Ryy = 23.39T —>

T+ ) FY =0= —7.5525-24—-36 —5.59983 + Ry =0

Rey = 73.1523 == Rpy = 73.1523TI

EZMA=0

24(3) + 5.59983(4.857143) + 8.28504(4) + 36(9) — 23.39(7) — 73.1523(4) ~ 0 ok

Como comprobacion, se tiene que

Funciones de la fuerza cortante, de la fuerza normal y del momento flector

Los resultados obtenidos se presentan en la figura 2-6g.

A, =I 24T . 4, = 36T
_ - |
=3 ' =3
Xq m ,\x2 m 6T /m
4T/m |
¥
- = % > :
0, 7 F,y = 5.599837T:
Sl K 2 I,/ %
0" _ !
an” 29, *RAY = 7.5525T

14

- - . - - - - - - - - e e m e :- ------------
Fix =

8.28504T

.......................................................

| Rey = 23.39T

4m f 2m 6m

| al
Rey = 73.1523T

Las funciones de las acciones internas son discontinuas en E por cualquiera de las
siguientes dos razones que ocurren en ese punto: la magnitud de la carga distribuida
uniforme cambia y existe un cambio en la geometria de la estructura. De igual
forma, son discontinuas en el punto de aplicacion de la fuerza de 10T.

(9)
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Se aplica el método de las secciones para obtener las expresiones algebraicas que
describan la variacion de los elementos mecanicos.

Se ha optado por definir una sola coordenada x para cada miembro, es decir, las
coordenadas x4, x, Yy x5 que tienen sus origenes en A, C y D, son validas sélo dentro
de las regiones desde A hasta E para x;, de C a E para x, y de D a E para x5.

Debe seccionarse perpendicularmente a su correspondiente eje, al miembro A — E
en un punto arbitrario (intermedio en su longitud) a una distancia x; de A, figura
2-6h, al miembro € — E en un punto arbitrario a una distancia x, de C en dos
ocasiones, primero, en un punto intermedio a la regién que va de C al punto de
aplicacion de la carga de 10T, figura 2-6l, y luego en un punto intermedio a la regién
gue va desde el punto de aplicacion de la carga de 10T hasta B, figura 2-6m, y al
miembro D — E en un punto arbitrario (intermedio en su longitud) a una distancia x;
de D, figura 2-6Q.

Las funciones de las acciones internas para cada region distinta por miembro son
deducidas a continuacion

Miembro A — E.

OSX1S6m

Aic = (4T/Im)(x1) = 4x;

R,y = 15.105T } '
B

; ~ IA : Ny
0, Pe I Vg =
¢ .
%%19 I X1

o
Mé* 210NV R,y = 7.5525T

(h)

x
PZ Mcorte = 0 = —7.5525(x;) — 4x; (71) — M, =0= M, =—(7.5525x; + 2x,2)
1 +ZFY — 0= —7.5525 —4x, -V, = 0 = V, = —(7.5525 + 4x,)

+- ZFX =0=-15.105+ N, =0 = N, = 15.105
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Miembro C — E.

De acuerdo a la figura 2-6i, la longitud de este elemento inclinado es

Le_g = \/(Zm)2 + (7m)? =V53m
2
sinf, = —
' V53
7m p 7
c0sf, = —
' V53

Las componentes rectangulares de las reacciones R.x Y R.y para los ejes que
coinciden con las lineas de accion de la fuerza normal y de la fuerza cortante del

miembro C — E son

n A=~Zone

C*Pl 91:~=

)

[

R
Yy Ry = 73.1523T
1

&

&py

(k)

- Para Ry = 23.39T

sing, = SXY L p R sing, = 23397 (i) = 6.42573T
1 cx CXY cX 1 ' \/—5—3 '
cosf; = Rexx Rexx = Rex cos 6, = 23.39T (L) = 22.49T
cx V53
- Para Ry = 73.1523T
sinf; = Revx Reyx = Ry sin; = 73.1513T (i) = 20.0965T
cy V53
cosf, = Revy Reyy = Rey cos 6y = 73.1523T (L) =70.3377T
cy V53
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0<x,<3.12m

R
CXX: 22.497
01~

Rey = 23.39T

6.425, %%, 4
5737v+ > /PC},}, <
1 Ry = 73.1523T

0]
E Mcorte = 0 = —22.49x, + 20.0965x, — M, = 0 = M, = —2.3935x,

\+z FX =0= 2249 —20.0965+V, = 0=V, = —2.3935

/\+Z FY =0= 642573 +70.3377+ N, = 0> N, = —76.7634

3.12m < x, <Vv53m

Cxy <
522'497’
0. C =~

Rex = 23.39T

R
6.42573?‘:L ’; Ry o
0

-33777'91 Rey = 73.1523T

(m)
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De acuerdo a la figura 2-6n, las componentes rectangulares de la fuerza de 10T
para los ejes que coinciden con las lineas de accion de N5 y V;son

F
sin50° = —— = F,, = 10T sin50° = 7.66044T

R 10T
Vs
Q\/ o FlX o
500 £, cos50° = 10T = F;x = 10T cos 50° = 6.42788T
£

E Mcorte = 0 = —22.49x, + 20.0965x, + 6.42788(x, —3.12) — M3 =0
M; = 4.03438x, — 20.055

\+Z FX =0= 22.49 —20.0965 — 6.42788 + V3 = 0 = V; = 4.03438

f+z FY = 0 = 6.42573 + 70.3377 — 7.66044 + N3 = 0 = N5 = —69.103

Miembro D — E.

Se calcula la longitud de este elemento inclinado con base en la figura 2-6A.

Lp_g = +/(6m)% + (2m)? = 2V/10m
6 3
210 2V10 V10

om —-E
£ % 2 ino 2 ! )
m sin = = — cos = =
e s 2y T 2vI0 V10 T2
n
D
i)

(A

0 < x3 < 2V10m

A partir de la figura 2-60, la distancia c sobre la cual se extiende la carga distribuida
uniforme cortada es

c

corte
X COS 3=—=>C=x3COS 3:_x3
7 ) X3 V10
(0)

La fuerza resultante de tal carga y su ubicacion son

3 910 1
Azc = (6T/m) (ﬁ’%) =g X3 X = E(X3) =2
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De la figura 2-6p, se tiene que las componentes rectangulares de A, para los ejes
gue coinciden con las lineas de accién de N, y V, son

42
N~y
| Ascx 9v10 1 9
inf, =——> A4 =A,-sinf; = | —— (—):—
s : II sin 03 Ac 2CX 2¢ SInU3 T X3 o X3
R TN Ascy 910 3\ 27
3I426‘}z Ccos 93 = A—ZC = AZCY = AZC COS 93 = < 3 X3> (E) = ?x3
]
¥
(P) 9V/10
2c = Txaz
I 4

27\ %3 27
E MCOTte=0$(?X3)(7)+M4=O$M4=—Ex3

27 27
+) =02V, - —x=0=V,=2x

o también, como el corte fue efectuado en la cara derecha, el cortante es igual a la
derivada negativa del momento, es decir,

27
am,  d(-Igx?) 27
V:— = — 10 = —X
* dxs dxs 573

9 9
\+ZFX:O$—N4+§X3=O:N4=EX3

Para calcular el desplazamiento vertical en B, se sigue el siguiente procedimiento:
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Momentos reales M

Los momentos internos M fueron deducidos en la estructura real. Efectuando un
recuento tenemos

Miembro A — E.
M; = —(7.5525x; + 2x,2) 0<x; <6m
Miembro C — E.
M, = —2.3935x, 0<x,<3.12m
M; = 4.03438x, — 20.055 3.12m < x, <V53m
Miembro D — E.
M4=—i—(7)x32 0 < x3 < 2V10m

Momentos virtuales m

Se aplica una carga virtual unitaria en el punto y en la direccién donde se requiere
conocer el desplazamiento y su sentido se elige arbitrariamente; en este caso, la
carga debe ser vertical, en B y se opta por colocarla hacia abajo (puede ir hacia
arriba), justo como se observa en la figura 2-6r. Las cargas reales son removidas y
una vez que se calculen las reacciones en los soportes se deducen los momentos
internos m usando las mismas coordenadas x que se usaron para M.

(r)
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El diagrama de cargas en el que los sentidos de las reacciones en los apoyos se
suponen arbitrariamente se observa en la figura 2-6s.

(s)

4m t 2m 6m

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio se tiene

E MC=0:(%RA)(7)+(\/—1§RA)(4)—(1)(1)=0=>RA=;\/§:" A=£
V5 V5 t
@@ e
+—>ZFX=O=>%—RCX=O=>.°.RCX=%<—

1 17
+7 FY =0=>—-14+-—=+4+ Ry =0 =2~ Rey =—
18 ¢ v 18I
Los resultados obtenidos se muestran en la figura 2-6t. Las funciones de momento,
gue son discontinuas en B debido a la carga unitaria y en E por el cambio de
geometria existente en la estructura, se deducen aplicando el método de las
secciones.

Deben seccionarse perpendicularmente a su correspondiente eje, al miembro A — E
en un punto arbitrario a una distancia x; de A en dos ocasiones, primero en un punto
intermedio a la regién que va de A a B y luego en un punto intermedio a la region
que va desde B hasta C, al miembro C — E en un punto arbitrario (intermedio en su
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longitud) a una distancia x, de C, y al miembro miembro D — E en un punto arbitrario
(intermedio a la regidon D — E) a una distancia x5 de D.

(t)

4im

R _17|\
v = 7g

Las funciones de momento m para cada region distinta por miembro son deducidas
con base en la figuras 2-6u, 2-6v, 2-6w y 2-6X.

Miembro A — E

OSX1§3m

1 1
Pchorte =0 :>E(x1) -m=0>m =g

3m<x; <6m

W

n,

(v)
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1 17
B mcorte—0:>18 -1, —-3)—-my,=0=>m, =3 — 8

Miembro C — E

0 <x, <V53m

Como unicamente nos interesa conocer ms, podemos tomar momentos alrededor
del punto del corte considerando los ejes horizontal y vertical que pasan por tal
punto y con ello evitar el descomponer a las reacciones en sus componentes
rectangulares que coinciden con las lineas de accion de n; y v5. Las distancias a y
d son

sinf; = xiz = d = x,sinf; = \/%_sz
cosf; = £ = e = x,c050, = sz
X2 V53
> mcorte—0:>(17>( 2 >+1<Lx2>—m3=0:>m3=@x2
18 \/ﬁ 9\\{53 159
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Miembro D — E

OSx3S2\/1_0m

\ E mCOTte=0:>‘m4=0

Dy
x,

)

Ecuacion del trabajo virtual

Entonces, el desplazamiento vertical de B es

3 _(75525x1 + 2x12) (%le) 6 —(75525x1 + 2x12) (3 - %xl)
1 . 6VB = f dxl + f
0 3

El El dx
853 853
3.12 (—2.39353(2) (sz) V53 (4.03438X2 - 20.055) (ﬁ x2>
dx, + d
0 ET & 3.12 El X2
2010 (~ 2257 (0)
([rlE)O,,
0 El

Resolviendo las integrales por separado tenemos

| -Gss253 + 209 (351 ) s = | (‘T - 0.419583x12> dx,
0 0

= [-0.027778x;,* — 0.139861x,3]3 = —0.027778(3* — 0*) — 0.139861(3% — 0%)
= —6.02625

6

6 17 17
J —(7.5525x; + 2x;%) (3 — Exl) dx, =f (?xf +1.13292x,% — 22.6575x1> dx,
3

3

= [0.472222x,* + 0.377639x,3 — 11.3288x,2]§ = 0.472222(6* — 3%)
+0.377639(6% — 3%) — 11.3288(6% — 32) = 339.248
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3.12 8\/% 3.12
f (—2.3935x;) (Exz) dx, =f —0.876727x,%dx, = [—0.292242x,%]5"2
0 0
= —0.292242(3.12% — 0%) = —8.87578

V53 8v/53 V53
f (4.03438x, — 20.055) [ ——x, | dx, = f (1.4777x,% — 7.34604x,)dx,
3.12 159 3.12

= [0.492591x,3 — 3.67302x,2]¥53

0492591 ((V53)” - 3.12%) — 3.67302 ((V53)” - 3.122) = 16.188

\/_
fz ? (—ZX:),Z) (O)dX3 =0
. 10

En consecuencia,

340.534

1
Oyp = E(_6'02625 + 339.248 — 8.87578 + 16.188 + 0) = I

Como la suma algebraica de todas las integrales para todo el marco es positiva, el
desplazamiento vertical en B tiene el mismo sentido que el supuesto para la carga
virtual unitaria.

_340.534
VB — El

Para calcular la pendiente (giro o rotacién) en B, se sigue el siguiente
procedimiento:

Momentos reales M

Los momentos internos M ya han sido deducidos en la estructura real y
corresponden a las siguientes funciones

Miembro A — E.
M; = —(7.5525x; + 2x,2) 0<x; <6m
Miembro C — E.
M, = —2.3935x, 0<x,<3.12m
M; = 4.03438x, — 20.055 3.12m < x, <V53m
Miembro D — E.
M4=—i—;x32 0 < x3 < 2V10m
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Momentos virtuales my

La pendiente en B se determina al colocar un momento de par unitario virtual en B
con un sentido que es indistinto (puede ser horario o antihorario), figura 2-6y. De
igual forma que para los momentos internos m, las cargas reales son removidas y
deben usarse las mismas coordenadas x que se utilizaron para M. Una vez que se
determinan las fuerzas reactivas en los apoyos, se obtienen los momentos internos
mg con el método de las secciones.

v)

En el diagrama de cargas, figura 2-6z, los sentidos de las reacciones en los apoyos
se suponen arbitrariamente.

im 2m oem

Rey
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Al aplicar las ecuaciones de equilibrio se tiene

BZ MC =0 = (\%RA) 7 + (iRA) (0)—1=02:R, = g/'

\/g
V5 VB 14
= (@) =5 = (@) -5

1 1
+_)ZFX:O:>§—RCX:0:>°RCX:§I

1 1
+TZFY:0:>E_RCY:0:>.RCY:E<_

Los resultados obtenidos se presentan en la figura 2-6a’.

Las funciones de momento, que son discontinuas en B debido al momento de par
unitario y en E por el cambio de geometria existente en la estructura, se deducen
en seguida con base en las figuras 2-6b", 2-6¢”, 2-6d” y 2-6e” aplicando el método
de las secciones.
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Miembro A — E

OSX1S3m

3 mcorte =0

1

BZ mcorte =0

1
56— 1-mg, =

m92: xl_l

18
Miembro C — E
0 <x, <V53m

E mcorte =0

24/53

o3 = 159

X2

227

E(xl)_mel =0=>mg =—

() +blge)

181

0

o
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Miembro D — E

OSx3S2\/1_0m

Q: mcorte =0

m94:0

Ecuacién del trabajo virtual

La ecuacion del trabajo virtual para conocer la rotacién en cualquier punto es

Lszg
1-0=f dx
L

El

Al aplicarla en todo el marco, con los datos obtenidos, se tiene

3 —(7.5525x, + 2x,%) (1—18x1) 6 —(7.5525x, + 2x,) (%x1 - 1)
1 - 93 = f dxl + f
0 3

d
El EI *1
24/53 24/53
3.12 (—2.39353(2) (sz) V53 (4.03438X2 - 20.055) (ﬁ x2>
dx, + d
0 ET & 3.12 El X2
2010 (~272,2) (0)
([rled)O,
o EI 3

Resolviendo las integrales por separado resulta

3 3
2 1 1 3 2
_(755253('1 + le ) (1_8X1> dxl = (_ §x1 - 0419583x1 )dxl
0 0

6

1 1
= [—£x14 - O.139861x13] = — 32 (3" =01 ~ 0.139861(3" ~ 0*) = ~6.02625
3
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6

6 1 1
f (7.5525%, + 2x,%) (Exl - 1) dx, =f (—§x13 +1.58042x,2 + 7.5525x1> dx,
3

3

= [—0.027778x,* + 0.526806x,3 + 3.77625x,2]% = —0.027778(6* — 3%)
+0.526806(63 — 3%) + 3.77625(62 — 32) = 167.775

3.12 253 3.12
f (—2.3935x,) (E&) dx, =f —0.219182x22dx2 = [—0.073061x23](3)'12
0 0

= —0.073061(3.123 — 0%) = —2.21895

V53 2453 V53 ,
f (4.03438x, — 20.055) [ ——x, | dx, = f (0.369443x,% — 1.83651x,)dx,
3.12 159 3.12

= [0.123148x,3 — 0.918255x,2]Y%

0123148 ((V53)” - 3.12%) - 0.918255 ((V53) - 3.122) = 4.047

\/_
fz ? (—ZX:),Z) (O)dX3 =0
. 10

En consecuencia, la pendiente en B es

163.577

1
O = 7 (—6.02625 + 167.775 — 2.21895 + 4.,047 + 0) = El

Como la suma algebraica de todas las integrales para todo el marco es positiva, el
giro en B tiene el mismo sentido que el supuesto para el momento de par unitario.

o — 163.577 (
B=  EI

Observacion: Debido a que su supone que el momento interno M actla en la
direccién positiva convencional, es forzoso que m y mgy actien en la misma
direccion. Por ejemplo, note que al seccionar el mimbro A — E de la estructura real,
en el diagrama de cuerpo libre aparece M; actuando en sentido antihorario, por lo
gue para las estructuras con carga unitaria vertical y con momento de par unitario,
al cortar el miembro A — E, aparecen m, y m,, Y my; Y my, actuando en sentido
antihorario también, respectivamente.
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Ejercicio 2.7 Determine la pendiente en el punto A del marco que se muestra en
la figura 2-7a. Sobre el miembro A — B se extiende una carga distribuida de tipo
enjuta parabdlica cuya intensidad varia desde 20lb/ft en el punto A hasta 80lb/ft
en el punto B. Por otra parte, en toda la longitud del miembro C — B se encuentra
aplicada de manera ortogonal a su eje una carga distribuida definida por una enjuta
eliptica cuya variacion de intensidad va de cero en B a 50lb/ft en C.
&
S

4ft

801b / ft
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
|
|

(a)
Figura 2-7
6ft

parabola®

SOLUCION
Momentos reales M

En terminos generales, se calculan las reacciones en los soportes y luego, por
medio del método de secciones, se formulan los momentos internos M.

Se determinan las fuerzas resultantes de las cargas distribuidas, asi como su
ubicacion. Empezamos por analizar la carga del elemento A — B. Se rota este ele-

BOIb/ fe

a0ib / ft
(b) 200k ft
200b/ ft
4 B
- oft .
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mento de tal forma que su eje sea horizontal y la carga tipo enjuta parabdlica se
divide en una carga uniforme de 20lb/ft y una carga de enjuta parabdlica cuya
intensidad ahora varie de cero en A a 60lb/ft en B, figura 2-7b.

La fuerza resultante de la carga distribuida uniforme es

b
A = ac = 6ft (zof—t) — 120 1b

y el punto de aplicacion de A, es

1 1
f,=§a=§(6ft)=3ft

Se sigue el siguiente procedimiento para determinar el area bajo la curva y el

centroide del area de una enjuta parabdlica.

La ecuacién de una parabola es

(x=h)?=4p@y—-k)-—-- (1)
Donde
p = Distancia entre el foco y la recta directriz
h,k = Coordenadas del vértice de la parabola

Como el vértice de la parabola esta en el origen, figura 2-7c, entonces
V = (h,k) = (0,0)

}.'
M

(© y= e
Ib
S

Sustituyendo h = k = 0 en (1) y despejando y tenemos
(x—0)2=4p(y—0)

~r

o
[en- o

=
A

1 .
Dado que o es una constante c, la ecuacion (2) pasa a ser
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y=cx*——- (3)
El valor de ¢ puede obtenerse despejandolo de la expresion (3).

_Y
c=5---®

Sustituyendo las coordenadas del punto conocido, o sea, x = a,y = b, en (4) resulta
b
)
Al reemplazar la ecuacion (5) en la ecuacion (3) se obtiene la ecuacion final de la

curva en la que y representa la carga y x la distancia.

b

= x
y a2

El area bajo la curva es igual a

LZ ab
=fdA=f ydxzf —szdx
o a

5 b b [a®—-03] 1
=—j dx——2 _E 3 =§ab
0

El centroide del area se define por la siguiente expresion

b
_ [%dA fLlexy dx foax(—xz) dx
x = = =

L
JdA fo)’ dx foafz x2 dx

Puesto que el denominador ya fue resuelto, sélo se atiende al numerador.

a b b a
fx(z dx—f—x3dx——2f 3dx——2— —
o \a a a . T a

Entonces,

%azb
1
3

3
X = =34 a la derecha del origen

ab

Luego, para el caso particular de una carga tipo enjuta parabolica con a = 6fty
b = 60lb/ft se tiene
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802, 4, == (6 t)(éolb)—nozb
y=g* T3% n=36f ft) =

3
Xy = 1(6 ft) = 4.5 ft ala derecha de A

Finalmente, para la toda la carga distribuida del miembro A — B tenemos que la
carga concentrada equivalente es

A, = 120lb + 120lb = 2401b

y el punto de aplicacion de A; esta a

_ YEA (45f0)(120 1b) + (3ft)(1201b) _ 900Ibft
MESAT 2401b = 240ft

=3.75ftde A

Ahora se analizara la carga del elemento C — B, fgura 2-7d, el cual también se rota
de tal forma que su eje sea horizontal.

X

50 Ih/ft

@ S0Ib/ft

Se sigue el siguiente procedimiento para determinar el area bajo la curva y el
centroide del area de una enjuta parabdlica.

La ecuacién que define una elipse es

(x-m? G-k?_
Y =1-—0

Semieje mayor
X 1 5

(e) cth,k)=(a,b) @

- (0,0)

Semieje menor
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Obsérvese en la figura 2-7e que a es el semieje mayor de la elipse, b es el semieje
menor y h,k es el punto central.

Al sustituir (h, k) = (a, b) en la ecuacion (1) da

G- G=DF_ o

a? b2

Al expandir los binomios al cuadrado de resta se tiene

x%—2ax+a*? y?—2by+ b?
a? + b2 =1-—0

Si se multiplica la ecuacién por a?b? y si la igualamos a cero obtenemos
b?x% — 2ab*x + a’b? + a*y? — 2a’by + a*b? = a®b?
b%x% — 2ab%x + a’y? — 2a’by + a*h?> =0 — —> (3)

Se hayan las dos raices de x en la ecuacion (4). Al emplear la formula general

—B +VB?% —4AC
x =
2A
en la que para este caso
A = b?
B = —2ab?

C = a’y? — 2a’by + a?b?

se obtiene

_ —(—2ab?) +[(—2ab?)? — 4(b?)(ay? — 2aZby + aZb?)
X = 2(b2)

NG

Al simplificar el discriminante resulta

4a’b* — 4a’b?(y? — 2by + b?) = 4a®b?(b* — y? + 2by — b?) = 4a*b*(2by — y?)

_ 2ab* +./4a?b?(2by —y?) _ 2ab* +./(2ab)?-\/y(2b — y)
B 2b? B 2b?

X

X

_ 2ab® £ 2ab\/y(2b - y) 2b(ab + am) ~ a <b + (y(2b - 3’))§>
= . _

2b - 2b(b) b
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a <b + (y(2b — y))7>
B b

a <b — (y(2b - y))%)

b

Xy =

A diferencia de lo que hemos venido manejando, en estas ecuaciones x; Yy x, hacen
referencia a la carga y y a la distancia. Para ver cual de estas dos funciones
representa realmente la carga del miembro B — D, se evaltan en el intervalo y[0,5]
y se observa el comportamiento de cada una. Si se conoce que a = 50lb/ft y
b = 5ft, entonces se obtiene la siguiente informacién de la tabla 2-3.

y X1 y X2

0 50 0 50
1 80 1 20
2 90 2 10
3 95.826 3 4174
4 98.99 4 1.010
5 100 5 0

Tabla 2-3

Por lo tanto, la ecuacion de la curva realmente es

a (b — (y(2b - y))%>

b

X =

El area bajo la curva es igual a

,a <b — (y(2b - y))%>

Ly a b 1
AzfdAzf xdyzf dy=—f [b—(Zby—yz)E dy
. o b bJ,

al( rb b 1
= —{f bdy —f (2by — yz)idy}
b 0 0

Las soluciones de las integrales en su forma indefinida son

fbdy = by
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1 1 2 . [y—»b

= s b“arc sin |+

2 (y — b)(2by — y?)2 [ b ]
f(Zby—yZ) dy = 5 + 5 1l

Entonces,

1 . —b
e(0-Ghy=y2) by agy-pyeby-ynt @ aresn[Yr]
f b W= 2b B 2b

aresin |2 =P 1
~ ab arcsm[ D] ] a(y — b)(2by — y?)?)
=T 2 - 2b Tay

Por lo tanto,

1
ba(b — (2by — yz)f) rralb|
A =f a
0

El centroide del area es igual a

, | (b — (2by — yz)%>

L, fo y b dy
_ [yaa [ yxdy
dA 2 1
/ le xdy a <b —(y(2p - y))2>
b
fo b dy

Dado que el denominador ya se resolvié, de momento nos abocamos a atender el
numerador.

J;)by Ia (b - (Zl;y - y2)7) dy = —%[fob y(2by— yZ)%dy B fobby dyl

Se solucionan las dos integrales en su forma indefinida.
b
fbydy=bfydy=§y2

2 by —y?)2 by —b)(2by —y?)7 b*arcsin [ylzlb]
fy(Zby —y%) dy=-— 3 + > + 5

En consecuencia,
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dy = ——
b 4 3 2 2 2

1 3 1 . —b
a(b— (2by —y*)2 by — 22 b(v — b)(2hy — y2)z Dlarcsin y—2 b
fy[ ( )‘ ZI_( y—y)2 bl —-b)R@by—y7z [lbl ]——yz

2

) _[y—b 3 1
ab *“”S‘”[ Ib] ]+a(2by—y2)2_a(y—b)(Zby—yz)Z+a

- 2 3b 2 27
Por lo tanto,
.
b a(b—(Zby—y )2) ab?(4 —3m) ab?
fo Y b T 12 72
Finalmente,
ab?(4 — 3m) . ab?
_ (12 ) + 2 b(37l' - 10) . . i
y = = a la izquierda del origen

Para el caso particular de una carga tipo enjuta eliptica en la que a = 50ft vy
b = 5ft tenemos

50 <5 —((2%5)y - yz)%>

‘= - = 10(5 - (10y — y2)?)
b
3.1416) (50 L) (571)
A, = (50;—[;) (5ft) — <4 ft) — 53.65 b
Vi = (5f22(13;}11‘213)4; 10] = 1.1168 ft ala izquierda de C

Con base en la figura 2-7f, se resuelve la carga concentrada equivalente A, en sus
componentes rectangulares horizontal y vertical.

&
e 3
N F, = 53.65 Ib(sen 0,) = 53.65 <§> = 32.19031b
| W
Fel e 4
e Fy = 53.65 Ib(cos 6,) = 53.65 (—) — 42.92031b
——— e 5
Fy
()

237



CAPITULO 2  ANALISIS DE MARCOS ESTATICAMENTE DETERMINADOS

Se completa el diagrama de cargas, figura 2-79, identificando las reacciones en los

soportes cuyos sentidos se suponen arbitrariamente.
&

o N
& & F, =32.19030b
i I
~
A

7\\' N

G-
Fy = 42.92031b

enjuta eliptica « 4ft
d;
‘:
S
e AR
=
«©
parabola <—
A, = 2400b- -
6ft

x]

(9)

Para determinar las fuerzas reactivas en los apoyos por medio de la aplicacién de
las ecuaciones de equilibrio al diagrama de cargas, se requiere de conocer las

distancias d; y d,.

4

Aft d
== (5~ 1.1168)ft = 3.1065 ft

_ 1
5ft - Sft—Li168ft

3
3t _da
Aft  d,

3 3
d; = 7 dy = 7(3.1065 ft) = 2.3298f

Por consiguiente,
+1 Z FY = 0 = R,y — 32.19031b = 0 == R,y = 32.1903 1]

D) Ma=0

—Rex(10) + 42.9203(9.1065 + 32.1903(2.3298) + 240(3.75) = 0
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“ Reyx = 136.5852 [b ¢=

3 MC =0

—32.1903(3 — 2.3298) — 42.9203(4 — 3.1065 ) — 240(10 — 3.75) + 32.1903(3)
+RAX(10) =0>=>- RAX = 146.3348lb—
Como comprobacion, se cumple

+- Z FX = —146.334845 + 240 + 42.92 — 136.585155 = 0 ok

Se muestran los resultados obtenidos en la figura 2-7h. Se formulan las funciones
de momento M. Se debe usar una coordenada para la columna y otra distinta para
la viga inclinada. Siendo asi, la coordenada x; con origen en A cubre la region
A — B, mientras que la coordenada y, con origen en C abarca el tramo C — B.

y "\\
& Ny =3219030

Rey = 136.58521b

enjuta eliptica « aft
dy
<
—e—— /4 VA a1 _ e
g N
o
parabola <—
A, = 2400b— —
6ft

*1

201b /ft

Ray = 1/46.33481b
|
|
3ft
R,y = 32.19031b
(h)
Como en ambos miembros no hay discontinuidad de carga, sOlo se requerira de

efectuar en cada miembro un corte perpendicular a su eje, figuras 2-7i y 2-7j.
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Miembro 4 — B.

1"\"1

paribola

x

Ry = 146.33481b

origen de la curva ‘e
Ry = 32190310

(i)

La carga concentrada equivalente de la caraga distribuida seccionada es

%5 5
(§x2) dx; = 20x; + = x3

A= G)@0) + | -

0

y su linea de accion se localiza a una distancia de

5
[ x(3x%)dx
0 (3 ) ! (Exf) + (1x1) (20x,)
X1 5 2 9 2 5 4 2
YA fo (gx )dxl 2%t 10x;
i = = =
xA 20, +gxf 20x, +gx13
S 4 2
5 ﬁxl + 10X1
3 Mcorte = 0 = —M; + 146.3348(x,) — (20961 + —xf’) X, — =0
9 5 3
20x, tgX

5 4 2 5 4 2 5 4 2
My = ot + 10xf — gt — 20x] +146.3348x, = — -} — 10x + 146.3348x,
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Miembro C — B.

Rf..'.' = 136.58522[’

20, .
<66’///)

La resultante de la caraga distribuida seccionada es

Y1 1

Ay = J 10(5 — (10y — y*)2) dy,
0
. [V — . oL 125
= —125arc sm[ z ] — (5y.)(10y, — y)z + 25(10y, — y;)2 + 50y, — — T

y su brazo de palanca es
1
J2 107, |5 = (10, = y2)2|

- 1
710 [(5 — (10y, — yf)f] dy,

Yii

3 1 1 _
13—0(10}11 —y3)2 — 25y,(10y; — y?)2 + 125(10y, — y#)Z + 25y% — @ — 625 arcsin [}’1 5]

5
—125 arcsin [yl z 5] — (5y1)(10y; — y)z + 25(10y, — y£)2 4 50y, — 135”

Al descomponer R.x en sus componentes rectangulares cuyas lineas de accion
coinciden con las fuerzas cortante y normal del miembro, figura 2-7k, se tiene
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4
o N Rexy = Rey sen 6, = 136.58521b (g) — 109.26811b
S g \S\,
¢ \9 >, 3
s Rexy = Ry cos 0, = 136.58521b (g) — 81.951 Ib

R.y = 136.58521b

(k)

E Mcorte = 0 = M, — 109.2681(y,)

Y1

1 1 125
| = syoaoy - 97 + 2500y, - y12 + 50y, - 1]

+ [—125 arc sin[ >

3 1 1 —
%(103’1 - ¥{)Z = 25y, (10y, — y{)z + 125(10y, — y{)Z + 25y7 — _6225ﬂ — 625 arcssin [yl 5 5]

. [y1 =5 g e 125
—125 arc sin - (5y1)(10y, —y{)z + 25(10y, — y7)2 + 50y, — —- T

Y1~

— _ 1
M, = 125 arcsin [y15 5] — 625 arcsin [y15 5] + 5yZ(10y, — y?)2

10 3 1 1
+—- (101 = y£)2 = 50y1(10y; — y£)Z + 125(10y; — y£)2 — 25y7 +305.6177y,

Momentos virtuales my

6ft

3ft

()
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Como se ha visto, cuando se requiere determinar una pendiente en cierto punto,
debe aplicarse a la estructura un momento de par unitario en tal punto eliminando
las cargas reales. Entonces, para calcular la rotacion tangencial en A se coloca
sobre el marco un momento de par ficticio de 1 con sentido propuesto horario en 4,
figura 2-71. Se calculan las reacciones en los soportes y se determinan los
momentos internos my con el método de las secciones utilizando las mismas
coordenadas x; y y; que se emplearon al formular M, con el objetivo de determinar
la energia de deformacion virtual total en el marco.

El sentido correcto de cada reaccion se supone arbitrariamente dado que no se
tiene certeza de cual sea. Al aplicar las ecuaciones de equilibrio en el diagrama de
cargas, figura 2-7m, se obtiene

3 MA=0=1—Rex(10) = 0 =2 Roy = 0.1 ==

+—>ZFX=0=>RAX—0.1=0=>.-.RAX=0.1—»

+TZFY=0:>.-.RAY =0

En la figura 2-7n se muestran los resultados obtenidos y se establecen las
coordenadas.

A continuacion se escriben las ecuaciones para los momentos internos mgy. Observe
gue nuevamente en ambos miembros no hay discontinuidad de carga y un corte
perpendicular al eje de cada miembro sera suficiente, figuras 2-7fi y 2-70.
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6ft

R,y =0.1
3ft
Ry =0
(n)
Miembro 4 — B.
om < X1 < 6 ft
ny
Mgy
L
a mcorte =0
x —mg; +1—-0.1(x;) =0
p mgl == 1 —_ 0.1x1
— 1"'"
Ry = 0.1
()
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Miembro C — B.

La descomposicion de R.x es

o 4
) Rey = 0.1 Rexx = Rex sen 6, = 0.1 (—) = 0.08

5

3
RCXY == RCX coS 91 == 01 (g) = 006

=~
T

a Mcorte = 0 = mg, — 0.08(y;) = 0 = my, = 0.08y;

Ecuacién del trabajo virtual

La ecuacion del trabajo virtual para conocer la rotacién en cualquier punto es

Lszg
1-9=] dx
L

El

Al aplicarla en el marco, con los datos obtenidos resulta

1 (% 5
16, =— 0 (—gxf — 10x? + 146.3348 xl) (1 —0.1x,)dx,

V1

1 (3 , =5 N B4
+—f [125 arc sin [ ] — 625 arcsin [
EIJ, 5

1

] + 5yf (10y; — y{)?
10 3 232 2y3 2
+— (10y; —y1)2 = 50y1(10y, — y1)2 + 125(10y; — yi)2 — 25yi

1 1
+305.617711(0.08y:)dy; = 6, = - (1076.416325 + 241.60845) = —— (1318.02477)

Debido a que se obtuvo una magnitud positiva en la pendiente calculada, ésta
tiene el mismo sentido que el momento de par unitario. Por lo tanto,

1
0, = —(1318.02477
=2 )D
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Ejercicio 2.8 Determine el desplazamiento vertical del punto C con el método del
trabajo virtual del marco que se muestra en la figura 2-8a considerando sélo las
deformaciones debidas a la flexion;suponga que EI es constante.

4T/m
3T/m
S 5 /

30° \l/

(@
Figura 2-8
SOLUCION

Momentos reales M

Se calculan las reacciones en los soportes y luego se deducen los momentos
internos M del marco original. Las coordenadas x;, x, Yy x5 cubren las longitudes de
los miembros A — B,B — Cy D — C, respectivamente, figura 2-8b.

4m

RAy= 44973T
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Longitud del miembro inclinado es

Lp_c = (Am)? + (4m)2 =V17m
En consecuencia,

1 4
senf = — cos 0 = —
V17 V17
Como la fuerza de 3T esta aplicada a la mitad del miembro D — C, por triangulos
semejantes se infiere que la distancia a es de 0.5m.

Con base en las figuras 2-8c y 2-8d, se determinan las componentes x y y de las
cargas puntuales inclinadas.

- ParaF; =5T
5v3

Fx; = 5T (cos 30°) = TT

Fy, =5T(sen30°) =25T

- ParaF, =3T

Fx, = 3T (cos @) = 3(

4 )T_ 12

/{_\#Fyl Fy, = 3T(sen 6) 3( ! )T > 7
- — — <~ — — = sen = =

& Vi) TV

Se determinan las cargas concentradas equivalentes A; de las presiones, asi como
su punto de aplicacién x;.

- Para la carga distribuida uniforme.

A, = (3 %) (1.5m) %, = %(1.5m)

- Parala carga de intendidad con variacion lineal.

)

A, =
2 2

2
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De aplicar las ecuaciones de equilibrio resulta

+—>ZFX=O=>—RAx+Fx1—Fx2=0

5v3 12
—RAx + (—) = 0= RAx = 1.4197T 4=
2 V17

3 MA = 0 = Fx;(4) + A, (%)) + A, (15 + %) + Fy,(3 + @) — Fx,(2) — RDy(4) = 0

<52£) (4) + (3)(1.5) ( ) <(1 5)(4)> (1.5 +§(1.5)> + (\/%) (3.5) — (\/1%) (2)

) (3.5)

53 3
—RDy(4) =0= (T) (4) + 4.5(0.75) + (3)(2.5) + (\/?

12
—|—=)(2) —RDy(4) = 0 > RDy = 6.2303T
(75) @~ roy®) y t
+TZFy=0=>RAy—Fy1—A1—A2+RDy=O=>RAy—2.5—4.5

3
-3 - (—) +6.2303 = 0 = RAy = 4.4973T
V17 Y T

Las funciones de momento M para cada region distinta por miembro son deducidas
a partir de las figuras 2-8e, 2-8f, 2-8g, 2-8i y 2-8;.

Miembro A — B.
0 < X1 < 4im

BZ Mcorte =0=> —M; + 1.4197 (x,) =0
A

A —
RAx=1.4197T 7%7
M, = 1.4197 x,

RAy = 44973T

Miembro B — C. @)

0 sz <1.5m

La fuerza resultante de la carga distribuida uniforme cortada es A, = (3T/m)(x,)
y su punto de aplicacién es x; = %(xz).
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I
3 Mcorte = 0 st 3ﬂml |
543 }
Fx, = (—}& Mo

X, 2 /30" vlln
—M, + 4.4973(x,) + 1.4197(4) — 2.5(x,) — 3(x,) (7) =0 A 5|
3 |
My = —>xj +1.9973x; + 5.6788 am _s|Ti YT
W A

RAx = 14197T

K
RAy = 4.4973T
X2

(f)

1.5m < x, < 3m
El valor de la intensidad w” en funcion de x, es

4Tl W L. _ 80— 15
15m x,—15m "~ 3

La carga concentrada equivalente de la carga triangular seccionada y su punto de
aplicaion son, respectivamente

_ 8(x, — 1.5)
G 1'5)[ 23 ] X —z(x —1.5)
I — 3 2 .

Aye =

2
Fy, = 25T
4, Az
1 |
I -
sv3\ 5T I3 7m! |- _ Bz —15)
FxL:(—]T K M, 3
2 307 b
A Bl | s
i i i
I
Tt i}
am | Elfﬂlﬁ i
\r"_
BAx = 14197T
X, — 1.3m
RAy = 4.4973T [lom
In
(@)

249



CAPITULO 2  ANALISIS DE MARCOS ESTATICAMENTE DETERMINADOS

1.5
3 Mcorte = 0 = —M; + 4.4973(x,) + 1.4197(4) — 2.5(x,) — 3(1.5) (xz — 7)
8(x, — 1.5
(x, — 1.5) [%] L
- - [§ (x2-1.5)] =0
27 4
M = 4.4973x, +5.6788 — 2.5x, — 4.5x, + 5 — (5) (x, — 15)°

4
M; = — (5) (x, — 15)% — 2.5027x, + 9.0538

Miembro D — C.

A partir de la figura 2-8h, se calculan las componentes rectangulares de RDy para
los ejes que coinciden con las lineas de accion de la fuerza cortante y de la fuerza
normal del miembro D — C.

1 Fy
Fx = (6.2303T)(sen 8) = (6.2303T) (—) — 15111T RDy
V17 0

Fy = (6.2303T)(cos 6) = (6 2303T)< * ) 6.0443 T B
= (6. cos ) = (6. —) =6.

Y V17 (h)

V17

O < X3 S Tm

Ma

Ma

a Mcorte =0= —M, — 1.5111(x3) =0

G "L1'-.|i.d_-p'l-:r
px =150 M, = —1.5111( x3)

RLcl
gy =
RDy = 6.2303T
EII

(i)
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V17
Tm <x3 < V17m

. a Mcorte =0

V17
% —M5—1.5111(x3)+3<x3 _T> =
3V17
X M5 == 14‘889 X3 - _2

ey
VFY
RDy = 6.2303T
81

()}
Momentos virtuales m

Se requiere conocer el desplazamiento vertical en el punto C, entonces se analiza
un marco con las misma geometria y condiciones de apoyo que el marco real, pero
sin las cargas a las que se somete este Ultimo, y a esta nueva estructura se le aplica
una carga virtual unitaria vertical en C, figura 2-8k. Los momentos internos m deben
calcularse utilizando las mismas coordenadas x que se usaron para M.

4m

K 4

e
RAx=10 74/‘7\7

RAy =025 RDy =0.75

(k)

Las fuerzas reactivas en los apoyos son resultado de
3
32 MA=0=1(3) —RDy(4) =0 =~ RDy = yiu 0.751
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+TZFY =0=RAy—1+0.75 =0 =. RAy = 0.251

+—>ZFX=O=>RAx=0

Las funciones de momento m para cada regién distinta por miembro son deducidas

a continuacion, a partir de las figuras 2-8I, 2-8my 2-8n.

Miembro A — B.

0S3C1S4m

)z mcorte=0=>my; =0

Miembro B — C.

OSX2S3m

>‘r Z mcorte =0

_mz + 025 (xz) = 0 = m2 = 025 xz

Miembro D — C.
0<x3<V17m

Las componentes rectangulares de RDy son

RAy =025

()

My

4m

RAy =025

Fx = (0.75)(sen 6) = <§)< ! ) =

4/ \W17
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Fy = (0.75)(cos 6) = (%) (i> _ (i)

) mcorte =0

3v17 3v17
—m3—< 68 )x3=>m3——< 3 >x3

(n)

Ecuacién del trabajo virtual

Con base en los datos se tiene

Lz Mm
1A:j; ﬁdx
1

1

3
2/ 3
= (_Exg +1.9973x, + 5.6788) (0.25x,)dx,

1-8yc— f(1 4197 x,)(0)dx, +

f [ (x2 —15)% — 2.5027x, + 9. 0538] (0.25x,)dx,

3vV17

3W17\ [ 3V17
X3 dX3 + +_f\/_ 1 4‘889 X3 2 - 68 X3 dX3

] ( 1. 5111(x3))<

El desplazamiento vertical de C es entonces

1 1
[0 +1.6843 + 23322 + 0.8028 + 1.6349] = —[6.4542]

o —

El signo positivo de la suma algebraica de todas las integrales de todo el marco

indica que el desplazamiento calculado tiene el mismo sentido que el supuesto para
la carga virtual unitaria.

1
# Syc = 64542 |
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Ejercicio 2.9 Determinar las reacciones en los soportes y las funciones de fuerza
cortante, de momento flector y de fuerza normal del siguiente marco isostatico
mostrado en la figura 2-9a. Calcular también el desplazamiento vertical y la
pendiente (ambos en el punto B) tomando en cuenta Unicamente las deformaciones
debidas a la flexion utilizando el método del trabajo virtual. Suponga que EI es
constante.

(@)

Figura 2-9
))) G
77 f. 7
2m I 2m
SOLUCION

Célculo de las reacciones en los soportes

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio en una secuencia y al emplear los resultados
calculados previamente, se tiene

5(2) 2 10
3 MA=0> 3(2)+<T><2+§(2)>—RD3,(4) = 0:>6+5<?)—4RD3, =0

17

Roy === = Rpy = 5.677%

5(2) 17
_|__

2
T 3 =0:RAy=§T =0 RAy == 067T‘

+TZFY=0=>—RAy—

Funciones de la fuerza cortante, de la fuerza normal y del momento flector

En la figura 2-9b se muestran los resultados obtenidos. Las funciones de las
acciones internas son discontinuas en B, al centro del miembro B—-C,en Cyala
mitad del miembro D — C, y seran calculadas con el método de las secciones. Se ha
optado por definir una sola coordenada x para cada miembro, es decir, las
coordenadas x;, x, Yy x5 que tienen sus origenes en A, By D, son validas sélo dentro
de las regiones desde A hasta B para x;, de B a C parax, yde D a C para x;.
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(b)

2m 2m

Con base en las figuras 2-9c, 2-9d, 2-9e, 2-9f y 2-9¢, las funciones de las acciones
internas para cada region distinta por miembro son deducidas a continuacion.

Miembro A — B.
0< X1 <2m
3 Mcorte=0=>-M; +7(x;) =0=> M, =7x;
_daM;
= -

2 2
T4+ Y FY=0=>N, — = 3

1

3:0:>N1:

Miembro B — C.
0 < Xy < 2m

2 2 |
32Mcorte=O=>—M2+(7)(2)—§(x2) =0=>M,=—=x,+ 14 aT
_aMm, 2

vV, = =
27 dx, 3

+—>ZFX=0:>—7+3+N2=0:>N2=4

2m < x, < 4m (d)
El valor de la intensidad w en funcion de x, es:

5 w 5(x, — 2)
- = >w=—-"

2 x,—2 2
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Ez Mcorte =0

2 (—S(xzz— 2)) (x2—2) 11
—M; +7(2) — §(xz) - > (g (22 — 2)) =0
2 5 ;
M3 == 14_§x2 _E(xz - 2)
dM, 2 5 5
= r, T 373

+—>ZFX:0:>N3:4

Miembro D — C.
0 < X3 < 2m
3 Mcorte=0=> M, =0
o V4, = O

17 17
+1 FY=0:>N4+?:0:>N4:_?

2m < x3 < 4m

B Mcorte =0=> —Mcs —4(x3—2) =0=> M = —4x; + 8

dMs 4
> dxs
17
+TZFY—O=>N5=—?

2m

Para calcular el desplazamiento vertical en B, se sigue el siguiente procedimiento:
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Momentos reales M

Los momentos internos M fueron deducidos en la estructura real. Realizando un
recuento tenemos

Miembro A — B.
M1:7x1 0Sx1S2m
Miembro B — C.
2
M2=—§x2+14 0<x,<2m
2 5 5
Miembro D — C.
M, =0 0<2x3<2m
M5:—4X3+8 Zme3S4m

Momentos virtuales m

El desplazamiento vertical del punto B se obtiene al colocar una carga virtual unitaria
vertical en B con un sentido supuesto hacia abajo, figura 2-9h. Las cargas reales
son suprimidas y se usan las mismas coordenadas x4, x, Yy x3 que en M para calcular
los momentos internos m con el método de las secciones.

Las reacciones en los apoyos son resultado de

3 MA = 0= —Rp,(4) =0 = Rp, =0
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+—>ZFX:0:>.-. Rux =0

Por inspeccion, los momentos internos m son

Miembro A — B.
m; =0 0<x;<2m
Miembro B — C.
m, = —(1)(x;) + (1)(x,) =0 0<x,<4m
Miembro D — C.
ms; =0 0<x3<4m

Ecuacion del trabajo virtual

Al aplicar la ecuacion del trabajo virtual al marco, con los datos que se obtuvieron,
se tiene

16 —1f2(7 )(0)d +1f2< 2 +4)(0)d
VB T Ly . X1 X1 EIl ), 3x2 X2

1 4 2 5 1 2 1 4
+EL [14 — §x2 - E(xz - 2)3] (O)dxz +E_I(; (O)(O)dx3 + EL (—4x3 + 8)(O)dx3

Por lo tanto, el desplazamiento vertical de B es
oyp =0
Para calcular el desplazamiento vertical en B, se sigue el siguiente procedimiento:
Momentos reales M

Recuerde que los momentos internos M son

Miembro A — B.
M1:7x1 OSXISZTTI.
Miembro B — C.
2
M2:_§x2+14 OSXZSZTH
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2 5
M3:14_§XZ_E(3C2_2)3 Zme2S4‘m
Miembro D — C.
M, =0 0<x; <2m
M5:—4X3+8 Zme3S4m

Momentos virtuales my

Se aplica un momento de par virtual en B cuyo sentido se ha propuesto horario,
puesto que debe determinarse la pendiente en ese punto, figura 2-9i. De una
manera similar a los momentos m, se calculan los momentos internos my.

4m
0)
Las reacciones en los soportes se obtienen de
32 MA=0=1-Rp,(4) =0 == Ry, = 1/4}

+1 ZFY = 0= —Ryy + (1/4) = 0= Ry, = 1/44

+—>ZFX=0:>.-. Ryy =0

Nuevamente por inspeccién, los momentos internos mg son

Miembro A — B.
m; =0 0<x,<2m

Miembro B — C.

mzzl—zx2 0<x,<4m
Miembro D — C.
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ms; =0 0<x3<4m
Ecuacion del trabajo virtual

Entonces, la pendiente en B es resultado de

La g d
1o Mme (dx)
L El

1

1 1 (%27 2 1
1465 = = f T O+ 7 [ (=50 +14) (1-37) i,

j [14 —3% —(xz - 2)3] (1 — %x2> dx,

1 (2 ey L * d
— fo (0)(0)dxs + - L (~4x; + 8)(0)dxs

Resolviendo las integrales por separado se obtiene

1 (% 2 1 1,1, 25
£l . <—§x2+14) (1—Zx2)dx2 EI<6x2 —?x2+14>dx2
LA 22 2114 ]2 UL s 22+142]
=gl Tt o El 18( ) — @)+ 1@) =55

1[4[14 2 5 23](1 1 )d _1[4(5 . 25 3_|_47 2 _ 10 +52)d
El ), A 472) 2 =), \ag™2 T 2a2 Tt T R TR0

_ [ 25 , 47 , _ ., 52 ]4
~EI148™% " 96 36 5
107

25 47 52
=45 _ 95 4% — %) 4+ —— (43 — 23) —5(42 — 22) + 2= (4 — "
El [48 =27 - ( 2 )+36 (=29 =5 =29+ 3 (4 2)] 18E1

En consecuencia,

181 107 ]_ 469

% ~ 18EI

E1[0+T+E+

El signo positivo de la suma algebraica de todas las integrales de todo el marco
indica que el sentido propuesto del momento virtual unitario fue correcto,por lo que

el giro calculado debe ser horario.

o _ 469
B~ 18EI
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Ejercicio 2.10 Calcule el desplazamiento horizontal del punto A en el marco
mostrado en la figura 2-10a. Sobre los miembros A — B, B— D y E — D se extienden
de forma respectiva una carga cuya intensidad varia linealmente desde 0 en el punto
A hasta 4T/m en B, una carga distribuida uniforme de 3T/m y una carga cuya

intensidad, definida por la funcion y = 1/v5 — 2x, varia desde g T/m en E hasta
1T/m en D. En la trabe hay una articulacion en C. Considere un EI constante.

iT/m
E A/ M 2T
F=
s 5 [ v 1T/m
(a) 1 Zm
Figura 2-10 ) N

>

R

M

W Jlm
""lr-rll
o}
E

4 Zm

SOLUCION
Momentos reales M

Las fuerzas reactivas en los apoyos y los momentos reales M son calculados. Se
usan las coordenadas x,, x, Yy x3, jJusto como se observa en la figura 2-10b.

3T/m
4T/m . W é W 2T
X T :
Box - LT /m
2
xl .1'3 -y r— 1 m
(b) . D
4 My = 14.0601133T.m B V5 —2x
Rpy = 0.763932023T: V3 T/
"-1. e °
34
20 4m Zm 2=
Ray = TTI Bey=3T
=

La expresion matematica para determinar la fuerza resultante de la carga distribuida
cuya intensidad se define por la funcién radical es

L, 2 1
A=JdA=J dx=f—dx
¢ Ly Y 0 \/5 — 2x
Se resuelve la integral de forma indefinida.
J L4 f G -2077d
— dx = —2x) 2dx
V5 —2x
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Sean n = —% y u =5 - 2x. Entonces du = —2dx, y por tanto dx = —%du. Asi, la
regla de sustitucion da

1
1 1 1 1/ unt? 1{ (5 -2x)"2""
f(S—Zx) 2dx=fu"-—§du=—§fu”du=—— = ——

2\n+1 2 —%+1
=—(5- Zx)%
| 112 1 1
fo — dx = [—(5 - 2x)5]0 = [—(5 - 2(2))Zl - [—(5 - 2(0))Zl

=—1+2.23606777 = 1.236067977
Por lo tanto,
Ac = 1.236067977 T

El punto de aplicacion de tal fuerza es

L 2 X
frda [7xvdx o meon
fda — [yax 21 gy

w2 b

Como el denominador ya ha sido resuelto, sélo atendemos al numerador.

X =

X
dx
f V5 —2x
Sea
1
u=2x dv = dx

5—2x

Entonces

1 1
du = dx jdv=v=J dx = —(5—2x)2
V5 —2x ( )

Al integrar por partes tendremos

fudvzuv—fvdu

j\/% dx = (x) [—(5 - 2x)%] + J(s 2007 dx
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3 3
1 1 1 (5-2x)2 (5-2x)2
f(S—Zx)de——Ef(S—Zx)Z(—de)——E —3 |- 3
2
(5 2)§ (5-2x)(5 2)l
X 1 — 2X)2 1 — 2x — 2x)2
dx = —x(5-2x)2 ————— = —x(5—-2x)2 —
f\/5—2x ( ) 3 ( ) 3
1 5-2
=(5—2x)f(—x— x)
3
5—2x_—3x—5+2x_—x—5_ 1( +5)
XT3 T 3 —T3 T 3¥
f X (V5 —2x)(x +5)
X =—
V5 — 2x 3
fz X d [(5—2x)(x+5)2 5V5 _7 1.393446629
—dx =|— = ——=~1.
0\/5—2x 3 0 3 3
Por lo tanto,

1.393446629

X =

Al aplicar las ecuaciones de la estética se tiene

az MCizq =0 = Ryy(4) — l(4)2(2) 20

1 1
<§ (2)) -®® (5 (4)) =02 Ry =T

4)(2
+- Z FX=0= [()ZLl —2—1.236067977 — Rgxy = 0 = Rgxy = 0.763932023 T ¢mmm

20 34
+TZFY =05~ (3)(6) +Rey = 0 =>4 Rgy = =T

3 MC der = 0 = (3)(2)((1/2) (2)) + 1.236067977(2 — 1.127322004)

+(0.763932023)(2)(—(34/3)(2) + Mg = 0 > My = 14.0601133 T - mD

Con base en el método de secciones, se deducen los momentos internos M.
Obsérvese que un solo corte en cada miembro es necesario, figuras 2-10c, 2-10e y

2-10f.
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Miembro A — B.

0<x,<2m Ny

BZ Mcorte =0
3

_[W_Zm](xl_le)zowlz_x_l

\_X_} 3

Xr

Arc

La intensidad w, en funcion de x; se obtiene con base en la figura 2-10d.
*1-Tl."l?‘]‘l

B

=
5 Carte| 2m
X1

—=w;/x; @ w; = 2x;

Miembro B — D.

4T /m

h
o

4)(2 1
M, + 2)—[( 22 ( (2))—(3)@@ (5%)=0

P

A -
_ URC
Ar X ol

8 20 3
Mz :—§+?X2—§x2

enx, =4,M, = 0 — el momento en la articulacion es cero.
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Miembro E — D.
0<x3<2m

*g

La carga concentrada equivalente de la carga distribuida seccionada es

A —j dx—[ (5— Zx)] — V5 —2x
cC \/— 3
y su punto de aplicacién es
X3 X
—d
_ fo 5—2x *
X = : p
fo V5 — 2x *
f x (V5=2x)x+5]° 5V5 (45— 2x3)(x; +5)
—_—ax = J— fond J—
0 V5 —2x 3 0 3 3

5vV5 (/5 — 2x3)(x3 + 5)
Lz __3 3
“ X V5 — 5 = 2z,

a Mcorte = 0 = —M; + 14.06011330 + 0.763932023(x3)

5\/‘ (5= 2x3)(x3 +5)

+(\/_ V5 — 2x3) X3 — \/_—\/—72953 =0

1 3
My = 5 (5 = 2x3)2 + 3x3 + 10.33333333
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Momentos virtuales m

Se incorpora en el marco una fuerza unitaria horizontal en el punto A4, figura 2-10g.
Se calculan las reacciones en los soportes y después, los momentos internos
virtuales usando unas coordenadas idénticas a las que se emplearon para M.

~Q

am 2m

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio resulta

1
+) MCizg =02 —(D(@) +Ray(4) = 05 Ry =1

+_)ZFX:O:>1_REX:O:>.REX:1-

1 1
+TZFY=O:>§—REY:0:>.-.REY:§1

1
BZMCder=O=>E(2)+1(2)—ME=O=>.'. My =39

A partir de las figuras 2-10h, 2-10i y 2-10j, se formulan los momentos internos m a
través del método de las secciones.

Miembro A — B.
N,
|
0<x;<2m ML{-‘_VL
a Mcorte = xy
—M; —1(x) =0=> M, = —x4 — 4

(h)
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Miembro B — D.

a Mcorte = 2
= 2m

1 1
_MZ +§(x2)_1(2) = 0 :>M2 =§x2—2

enx, =4,M, = 0 - el momento en —,
la articulacioén es nulo.

Miembro E — D.
N,

0 < X3 < 2m I
IN—T"
M
BZ Mcorte =0
X
E

3
_M3+1(X3)_3:>M3:X3_3
M, =3

Rev

b | =

)
Ecuacion del trabajo virtual

Entonces, el desplazamiento horizontal de A es resultado de

La mm
1A= | —d
fL El *
1

et G () cmn [ (35 5 3) -3
HA= \Ep . 3 X1)dxy . 3 3 X2 2x2 sz X3

2 1 3
_|_j (§ (5 —2x3)2 + 3x3 + 10.33333333) (x3 — 3)dxsl
0
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Se resuelven las integrales por separado.

2 3 2[4 572
X1 _ x] |, x| 32
[ (5= [(5)an =[] -

6, 8 20 3 .\ /(1 6( 3x3 19x% 44x, 16
LG@*?ﬁ‘iﬁﬂ?fﬁﬁb=L 3 T3 T3 ty)am

3xt 19x3  22x2  16x,]°
zl_ 2 2 2 4 2] — _19
0

16+9 3 3

2 1 3
j (§ (5 — 2x3)2 + 3x3 + 10.33333333) (x5 — 3)dxs
0

+ 3x2 + 1.33333x5 — 31| dx;

1 1
2 3 2x2(5—2x3:)2 5x:(5 —2x2)2
:fl_g_Z%ﬁ_ 56 2t | 516 -2
0

Una vez mas se resuelven las integrales por separado.

52
2 3 1 (2 3 1| (5 - 2x3)2 1 512
j‘—w—z%p¢@=—f (5 — 2x5)3(2)dixs = = |27 =—k5—z%p]
0 2 0 2 § 5 0
2 0

= —10.98033989

1
Z2 2x2(5 — 2x3)2 2 (2 1
] _ 25— 2x) x'——gjqxﬂ5—2x92M3
0 0

3 T
Sea
1
u=x3 dv = (5 — 2x3)2dx;
Entonces
5-2 2
du = 2x3dx; fdvzvz%

Al integrar por partes tendremos

fudv=uv—]vdu
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2

3 3
2 (2 1 2 —(5—2x3)2 —2x3(5 — 2x3)2
—51;) x§(5—2x3)2dx3=—§ x2 T3 —f > 3 > d

X3
0

3 2
2—x2(5—-2x3)2 2 3
=-3 3 3 3 +§fx3(5—2x3)2dx3

0

3
f x3(5 — 2x3)2 dxg

3
Sea U= X3 dv = (5 — 2x3)2dx3

1 5
Entonces du = dx; f dv=v = —z (5 —2x3)2

Al integrar por partes tendremos [udv = uv — [ vdu, es decir,

3 1 5 1 5
fx3(5 - ZX3)2 dx3 = _EX3(5 - 2x3)2 - j- _5(5 - 2x3)2dx3

1 5 1 7 5 1 1
= = 2x3(5 = 22,)7 — =2 (5 — 207 = (5 — 24,2 (—§x3 - = (5 - 2x3) )

5
=(G- 2x3); (—;x3 _ ;) _ (x3 + 1)(75 — 2x3)2

1 3 5
jz 2x5(5 — 2x3)2 2|—x2(5 — 2x3)2 N 2|—(x3 + 1)(5 - 2x3)2
0

3 X3 =73 3 3 7

3 3 2
2x2(5 —2x3)2  4(x3 + 1)(5 — 2x3)2(5 — 2x3)
9 + 63

0
3(2 , 4 2 32, 8 , 4 20712
= |5 = 2002 (53 + (x5 + (5 - 2x5) 0=[(5—2x3)2(5x3—@x3+ﬁ(x3)+§)]0

_[(5 , )%(2 ., +20>]2_[(5 , )%(6 ., 12 +20>]2
= VTR IST Ry M *3)" 6373 T 633 T 63/,

3 2
2(3x2 + 6x5 + 10)(5 — 2x2)2
_ (3x3 3 & )( 3) 246995

0
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1
fz SX3 (5 - 236'3)E
0

5 (2 1
3 dX3 = gj;) x3(5 - ng)de3

1
Sea u=x3 dv = (5 — 2x3)2dxs
3
Entonces du = dx; f do=p=— (5 — 2x3)2
3

Al integrar por partes tendremos [udv = uv — [ vdu, es decir,

3 2
x3(5 — 2x3)2

1 3
3 + gj(s - ZX3)2dX3

5 (2 1 5
§j X3(5 - 2x3)2dX3 = § -
0

0

2

3 5\ 1% 3 3
3 3 3 5 - 9 9
0

0

2 2

_ [(5 2% (—gx3 —13(5 —2x3) )]O _ [(5 —2x)2 (—13(3x3 +5) )]O

2

3
3x: + 5)(5 — 2x5)2
_ |-G )g )2 | _ 4.989077715

0

2
j (3x2 + 1.33333x3 — 31) dx3 = [x3 + 0.666665x2 — 31x3]2 = —51.33334
0

132
Aya= =l 19 — 10.98033989 — 2.46995 + 4.989077715 — 51.33334
_ 76.66121884

N EI

El signo negativo indica que A4 es opuesto al sentido que se propuso para la carga
virtual unitaria horizontal. En consecuencia,

_76.66121884

—
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Ejercicio 2.11 Determine el desplazamiento horizontal del punto C en el marco
gue se muestra en la figura 2-11a. Considere que E e [ son constantes.

21k

7ft

15ft

(a)
Figura 2-11

SOLUCION
Momentos reales M

Se calculan las reacciones en los soportes y los momentos reales. Por
conveniencia, se usaran las coordenadas x;, x,, X3 Y X, que se muestran en la figura
2-11b.

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio se tiene
GZ MA =0= —21(8) — 7(18) + Rcy(21) = 0 = Rpy = 14kT
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La longitud del miembro inclinado es

Le_p =+/(8)2 + (6)2 = 10’

La fuerza de 7k se encuentra aplicada sobre el miembro anterior a una distancia de
1 1 i )
a :ELC_B 25(10) = 5
Por otra parte, se infiere que
G = 6 o — 8 4
sinf = - =¢ cosf =75=z¢

21k

Ryx =0

RAY = 14k

7ft

15ft

(b)

Con base en las figuras 2-11c y 2-11d, se determinan las componentes
rectangulares para los ejes que coinciden con las lineas de accion de la fuerza
normal y de la fuerza cortante del miembro C — B.
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- Para F=7k
13
j— — 4 _
© o |7 =7 Fy = Fcos6 = 7k (g) _ 56k
z 3
Fy-=Fsinf =7k <§> = 4.2k
- Para R;y = 14k
fy
)
9\& R =R 6?—14k4 = 10.2k
(d) Rey = 14k \» cyy = Rgy COSU = (g) =10.
¢ 3
,,Q\Cd‘ RCYX = Rcy sin@ = 14k (g) = 8.4k

Se formulan los momentos internos M aplicando el método de secciones, figuras
2-11e, 2-11f, 2-11g y 2-11h.

Miembro A — B.

—14(x) + M, = 0 > M, = 14x,

RAY = 14k *
Vi
(e)
21k
0< X2 <7
M, C Z
Rix =0 + Mcorte =0
_’AX A N,
M, +21(x,) —14(8+x,) =0
85t . 2 (x2) ( 2)
RAyI= 14k * Mz = —7X2 + 112
® V2
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Miembro C — B

OSX;}SS,

D Mcorte =0

M4_ = _4‘2.X4 - 4‘2

Momentos virtuales m

Obsérvese en la figura 2-11i como se incorpora al marco descargado una carga
unitaria horizontal en el punto C. Se determinan las reacciones en los soportes y
los momentos internos virtuales con base en las coordenadas x4, x5, X3 Y X4.
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ﬁ > >
X1 X2
X
R,y = 0.3809 0//6%
7ft
%,
S
0
—1
7
1 <X
15ft i 5 \NZ
I N
0) zs
v)

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio resulta

GZMA = 0= Rey(21) —1(8) = 0 = Ry = 0.3809T

+1 z FY =0= —R,y + 0.3809 = 0 == R,y = 0.38091

+—>ZFX=0:RAX—1=0=>:.RAX=1_>

De las figuras 2-11j y 2-11k se dan las siguientes componentes rectangulares:

R -
g

() ‘:2

Rey = 0.3809

- ParaF=1

3
Fy-=Fsinf = 1(—) = 0.6

4
Fy =Fcosf=1(=)=08
v =reost=1(3) 5

- Para R.y = 0.3809
4
Rcyy == Rcy COS 9 == 03809 (g) = 030472
3
RCYX = RCY Sin 9 = 03809 (g) = 022854
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Con base en las figuras 2-11l, 2-11m, 2-11n y 2-11f, se formulan los momentos
internos m con el método de secciones.

Miembro A — B.
0< X1 < 8
R =1 M,
’ Ny GZ Mcorte =
X M; + 0.3809(x;) = 0 > M; = —0.3809x,
R,y = 0.3809 v,
0
0<x,<7
M, Gz Mcorte =0
Ryy =1
ﬁ A | ]V2
M, + 0.3809(8 + x,) =0
8ft
f %2 (| M, = —3.0472 — 0.3809x, = 0
(m) 2
Miembro C — B.
A\

OSX:;SS,

BZ Mcorte =0

—M; — 0.22854(x3) + 0.8(x3) = 0

M3 == 05715X3

Rcy = 0.3809 \\%
07)
2

(n)
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B Mcorte =

—M, —0.2285(x, +5) + 0.8(x, +5) =0

M, = 2.8575 + 0.5715x,

Ecuacioén del trabajo virtual

A partir de los datos, se tiene que el desplazamiento horizontal de A es

% (14x,)(—0.3809x 7(=7x, + 112)(—3.0472 — 0.3809x
1-AHA=] (14x,)( 1)dx1+J (=7x, )( 2)
0 0

El El %2
N fS (-84x,)(05715%,) jS (~4.2x, — 42)(28575 + 05715x,) | _ _4867.02
. El BT El TR

El signo negativo indica que el desplazamiento es hacia la derecha, opuesto al de
la carga unitaria hacia la izquierda. Es decir,

A= 4867.02
HAT — g7

—_
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Ejercicio 2.12 Determine la rotacion tangencial en el punto A del marco mostrado
en la figura 2-12a. Se indican los valores relativos del area y del momento de inercia
de la seccion transversal de cada elemento de la estructura. EI mddulo de
elasticidad es igual para los dos elementos.

6lk
B A, 21 c \%
&
10’ A4, 1 2
A
[TT]
10’ 10’
(@)
Figura 2-12
SOLUCION

Momentos reales M

Se calculan las reacciones en los soportes y los momentos producidos por las
cargas reales. Se usaran las coordenadas x; y x, para la columna y la viga
respectivamente, figura 2-12b.

6k
Rey = 1.6364k
l € m X
B A, 21 x, C
? 3
10, FI : 4
X Rey = 21818k R = 2.7273k
A
h
I< 10’ 10’
R,y = 3.8182k

(b)
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A partir de las figuras 2-12c y 2-12d, se resuelve la fuerza reactiva R; en sus
componentes rectangulares horizontal y vertical.

Del triangulo 1, tenemos

s

sin @ =§,c059 =§

Ve

=
I
.7
7
7

3 3
tan 6 :Z_)H =tan" -

Del triangulo 2, se infiere

3
a=90°—0= 90°—tan‘1z

90°+a+f =180° > f = 180° — a — 90°

[~ ————————————— o= ————

3
p = 180° — (90° — tan_ll) —90°

3
B =tan™' 7 =0 = 36.8699°

: Rex : 3
sinf = —— = R,y = R:(sinf) = =R,
R 5

Rcy 4
cos@ = — = Rqy = Rc(cosB) = =R,
R 5

Al hacer uso de las ecuaciones de equilibrio resulta

EZ MA =0 = 6(10) — Rcx(10) — Rcy(20) =0

3 4 30 80

6(10) — 2 Rc(10) ~ 2 Rc(20) = 0= 6(10) ~ =R — = R¢ = 0

30 80 —60
Re(-5— =) = —60 = Re(~22) = 60 = R, = —_ =2 Re = 27273K\
Rey = %(2.72731@ = 1.6364k ¢ Ry = %(2.7273k) = 2.1818k'
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+- z FX =0 Ryy — Rey = ORyx — 1.6364 = 0 == R,y = 1.6364k =

Con base en las figuras 2-12e, 2-12f y 2-129g, se deducen los momentos internos M
empleando el método de las secciones.

Miembro A — B.
)Mi
0<x <10
Xy
3 Mcorte = 0= —M; — 1.6364(x;) =0
A
M; = —1.6364x, Ry = 1.6364k
Ry = 3.8182k
(e)
Miembro C — B.
E Mcorte =
Xy 3
T
" M, — 2.1818(x,) = 0 = M, = 2.1818x,
Ry =2.1818k Rc = 27273k
(f)
5 10" < x, < 20

Mac% = ‘g:_&x = 16364k E Mcorte =0

L0 1* 3 M; + 6(x, — 10) — 2.1818x, = 0
< A
~ x, RC}" :g.lﬂlﬂk RC = 2, 7273k M3 = 60 — 3.8182x2
(9

Momentos virtuales m,

Como puede verse en la figura 2-12h, se incorpora un momento de par unitario en
A y de una manera analoga a M, se determinan los momentos internos my.
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De las ecuaciones de la estatica se obtiene
3 4
BZ MA =0=1-2ZRc(10) — =Rc(20) = 0 = Rc = 0.045455\
5 5
Rex == (0.045455) = 0.027273 dumm Rey = 7 (0.045455) = 0.036364]
+1 Z FY = 0= ~Ryy + Roy = 0 > —Ryy +0.036364 = 0 = Ry = 0.036364]

+_) Z FX = 0 = RAX - RCX = 0 g RAX - 0027273 = 0 =0 RAX = 0027273-

_ R¢ex =0.027273

——
B A,21 x, C

5 3
10’ Al : 4

Rcy = 0.036364 R = 0.045455

-——

X1
LD
Ry = 0.027273%

10’ 10°
Ry = 0.036364l<

(h)

De las figuras 2-12i y 2-12j se escriben las ecuaciones de los momentos provocados
por el momento de par unitario virtual.

Miembro 4 — B.

2

0<x, <10
Xy

E Mcorte =0= —M; +1—0.027273(x;) =0

R,y =0.027273 M; =1-0.027273x,

l

Ry = 0.036364

(i)
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Miembro C — B.

0<x, <20

R = 0.027273

2 4" 3
A
I 4
Rp = [],'[]3,5354 R. = 0.045455
1)

E Mcorte = 0= M, — 0.036364(x,) =0 = M, = 0.036364x,

Ecuacion del trabajo virtual.

Entonces, la pendiente en A es resultado de

1.9=fL2Mm6_(dx)
. El

1

1 10
64 =7 <f (—1.6364%,)(1 — 0.027273x1)dx1>
0

1 20

10
+—f (2.1818x,) (0.036364x,)dx, +
2EI\J,

(60 — 3.8182x,) (0.036364x2)dx2>

10

1 1
= E(_66'9435 +13.2232 4+ 1.65214) = E(_52'0682)

El signo negativo indica que 6, es opuesto a la direccion del momento de par virtual
unitario. Por lo tanto,

1
0, = E(SZ.O682)C
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2.4 TEOREMA DE CASTIGLIANO

Ejercicio 2.13 Determine el desplazamiento vertical del punto B del marco de dos
miembros mostrado en la figura 2-13a; tome en cuenta solo las deformaciones
debidas a la flexion y considere EI como constante.

aT
3T/m

3m

10T

3m

3m Im

(a)
Figura 2-13

SOLUCION

Fuerza externa P

Obsérvese en la figura 2-13b que se coloca una carga P vertical sobre el marco en
el punto B debido a que debe determinarse el desplazamiento vertical en ese punto;
tal fuerza de magnitud variable se ha supuesto arbitrariamente hacia abajo y aunque
momentaneamente reemplaza a la fuerza de 6T por encontrarse aplicada en el
mismo punto, después sera igual a un valor fijo de 6T. Luego se calculan las
reacciones en los soportes de la estructura con carga P. Al aplicar las ecuaciones
de equilibrio, se tiene

+o ZFX =02 Ry — 10T =0 = Ryy = 10T ==p
1 87 3
32 MA=0=33)(53))+P(3)+1003) - Rey(®) =0 =4 Rey = —+>7]

87 3 15 1

283



CAPITULO 2  ANALISIS DE MARCOS ESTATICAMENTE DETERMINADOS

Ry =107

(b)

Im

Momentos internos M

Los resultados obtenidos se muestran en la figura 2-13c.

3T /m

(€)

A

3m

Las funciones de momento son discontinuas en B por cualquiera de las siguientes

tres razones que ocurren en ese punto: la carga distribuida de 3T /m es discontinua,
se aplica una carga puntual P y existe un cambio en la geometria de la estructura.

De igual forma, son discontinuas en el punto de aplicacién de la fuerza de 10T.
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Se aplica el método de las secciones para obtener las expresiones algebraicas que
describan la variacion del momento en la estructura.

Se ha optado por definir una sola coordenada x para cada miembro, es decir, las
coordenadas x; y x, que tienen sus origenes en Ay C, son validas solo dentro de
las regiones desde A hasta B para x; yde C a B para x, .

El miembro A — B debe ser seccionado perpendicularmente a su eje en un punto
arbitrario (intermedio en su longitud) a una distancia x; de A, mientras que el
miembro C — B debe ser seccionado perpendicularmente a su eje en un punto
arbitrario a una distancia x, de C en dos ocasiones, primero, en un punto intermedio
a la region que va de C al punto de aplicacion de la carga de 10T y luego en un
punto intermedio a la regién que va desde el punto de aplicacion de la carga de 10T
hasta B.

A partir de las figuras 2-13d, 2.13f y 2-13h, las funciones de momento para cada
region y sus correspondientes derivadas parciales con respecto a P por mimbro son
deducidas a continuacion:

Miembro A — B.

Ry = 10T

(d)

BZ Mcorte = 0= —M, + (—%5 + %P) (x1) — 3(xy) (%) =0

v - 3 , 15 +1P oM; 1
1= T T g TN ap 41
Miembro C — B.

V37

0< < —
S Xy S ) m

La longitud del miembro inclinado es
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Leg =/ (6m)2 4+ (1m)2 = V37m

En consecuencia,

sin9=1/\/3_7 c059=6/\/3_7

De acuerdo a la figura 2-13e, las componentes rectangulares de R,y cuyas lineas

de accién coinciden con las de la fuerza normal y la fuerza cortante del miembro
C — B son

\

RCY H‘FY
\
87 3 87 3 1 87V37 337 (e)
F:——P'Gz(——P)( ): P )
X (8+4 )(Sm V=5 T2P)\55) = 296 T a8 Y
87 3 87 3 6 261v/37 937
FY_<?+ZP)(C°SH)_(§+ZP>(\/3_7>_ 128 72 ¥
Ny

Va
B Mcorte =0 M,

87v37 3v37 _ 0
_MZ_< 296 ' 148 P>(x2)_0

8737 3\/37P
2 206 2 148 = 2

aMZ__?’mx 687 3
oP ~ 148 72 -

Y

V37
Tm <x; <V 37m
De acuerdo a la figura 2-13g, las componentes rectangulares de la fuerza de 10T

cuyas lineas de accion coinciden con las de N5 y V5 son

% - - Sy = (10T)(sin 6) = (10T) (L)zﬂT
@) =28 " V37) V37
10T

6 60
SX = (1OT)(COS 9) = (10T) (E) ET
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3am

(h)

Por lo tanto,

NS corte = 0 o M 87\/3_7+3\/3_7P ( )+(60) 37\ _,,
> corte = 37\ 296 148 )V T\ G\ T ) T
a2 393V37 0 3V3T 0M; _ 3V37

377206 27 1ag 2 oP 148 2

Teorema del Castigliano

Hacemos P = 6T en las ecuaciones de momento, debido a que ese es su valor real.
En consecuencia,

3 15 1 3 3

M1=—§x12—§x1+1(6)x1=—§x12—§x1 0=x; =3m
__BWET AT o 123V3 o< < V37
2777206 27148 2T T 7206 2 =r=mmm
393V37  3V37 35737 V37 o
My = — o, = = (6)x; = 30 = ——1x, — 30 — M =x; <V37m

La ecuacion para conocer el desplazamiento en cualquier punto es
oui L2 oMy dx
o i )T
aPi ), oP ) EI
1
Al aplicarla, tenemos
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V37
5 1f3< 3, 3 )<1 )d 1f7 12337 3V37 1\,
ve = gr ), (T2 T M) gM) T 206 2)\ " 148 *2)

357V37 337
f Xy — 30 || ————x, | dx,
\/_ 296 148

Resolviendo integrales por separado se obtiene

3

13 3, 3 /1 1 3 , 3
ﬁo(‘ixl‘gxl)(z"l)dxl Bl (‘5"1‘32’“1)‘“1

17 3 1 135
—_ -4 __— .3 4- _ 3 - _
Erl” 32 T 327, EI[ 32( ) ( )] 16E1
V37 V37
1 (7 [ 12337 3v37 1 T<369 2>d
El ), 206 2)\ " 128 2) 2 T Er), \11847%) %2
/37
1123 vz 1[123 (V37\'] 123V37
~Erl11sa™?l, TEr|118a\"2 ) |~ 256Kl
35737 3v37 45v37 1071
f x2—30 ——Xx, |dx, = f X, — x5 | dx,
Bl vz \ " 296 148 Bl vz \" 74 1184

1 [45+/37 357 V37

3
=l Tas % 1184le@
2

4537 2 (V37\"\ 357 V37\’ 33937
EI| 148 ((m) _<T>> 1184<(‘/_) _<_> >]=_ 256E1

Por lo tanto,

5 1 135+123\/37 339v37] _ 13.5698
VETEIl 16 256 256 | El

Dado que la suma resultante obtenida de todas las integrales es negativa, el sentido
propuesto en la carga P fue incorrecto y entonces la deflexion va hacia arriba. Es

decir,

_ 13.5698 N
VBT T py
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Ejercicio 2.14 Calcule la pendiente en el punto C del marco de tres elementos que
se observa en la figura 2-14a. Considere EI como constante.

5kN/m
B
2m
D
20kN.m
2m
D
Eé%
5m 5m
(@)
Figura 2-14
SOLUCION

Momento de par externo M’

Como se requiere calcular la rotacion tangencial en el punto C, se le agrega al marco
un momento M” de sentido horario (puede ser antihorario) en C y se suprime

momentaneamente el momento de 20kN.m por estar situado en el mismo punto,
figura 2-14b.

5kN/m

2D %

5m 5m

(b)
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Las fuerzas reactivas en los apoyos se obtienen al emplear las ecuaciones de
equilibrio.

25 M’

G MA =0 -5()25) ~ M+ Rey(10) = 0 . Rey =7+ 15
TEFY—O Ray — 5(5) (25 M'>—o R, =2 M
* =02 Ry =3B+t ) = 0= R =~ 45

+—>ZFX:O:>:. Rux =0

Momentos internos M

Se calculan las funciones de momento por tramos en los que la funcién no varia. Se
usan tres coordenadas x, una para cada elemento, figura 2-14c; asi, las
coordenadas x; y x, con origenes en A y D son validas para las vigas A—B y
E — D, mientras que x5 cuyo origen se asocia en D comprende la columna D — B.
Ambas vigas tendran una sola ecuacion de momento flexionante, en cambio, la
columna requiere de dos cortes perpendiculares a su eje, pues M es distinta entre
la regidon D — C y C — B debido al momento de par M” aplicado en el punto C.

5kN /m
Rix =0
N x, B
l—“—| IZm
Ry =151 e I
4 10 X3 2m
D\—xz

5m 5m 25 M
4 10

(€)

Con base en los diagramas de cuerpo libre representados en las figuras 2-14d,
2-14e, 2-14f y 2-14g, se escriben las ecuaciones de momento flector y se
determinan las derivadas parciales con respecto a M".
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Miembro A — B.

OSX1S5m

SkN /m
M,
R WOOONS WY
= N,
p T3 M x J
AY T 4 _ln 1';1

(d)

- S oM X1 _ 5 . M
+ Mcorte—Oz(T—E)(xl)—xl(S)(?)—Ml—O:Ml——le _Exl-l_
oM, 1
L =——x
oM 10
Miembro E — D.

OSXZSSTn

J.nlrz*

(e)

25 M’ 25 M’
+ZMcorte :O:>_<T+E)(x2)+M2 =0>M, :sz-l_ﬁxz
oM, 1
—2=_x,
oM~ 10
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Miembro D — B.

OSX3S2m

N,
M,
VE
qu
D 52
'y
P am B :E 1
= . 4 10

(f)

+Y) Mcorte =0 (25+M')5 M;=0=>M 125 M
= = — | — e — = = = ——
D corte AETIA 3T T2
oM; 1
oM 2

Sm

M
g
|

(9)
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25 M , 125 M’

D Mcorte = 0= — ( >(5)+M_M4:0:>M4=—T+7
oM, 1
oM” 2

Teorema del Castigliano

Al reemplazar M = 20kN.m, su valor real, en las funciones de momento se tiene

5 , 20 75 5 67
M1=—Ex1 _Exl ZTa=on +Tx1 0<x;<5m
25 20 33
M2 sz +Ex2 = sz 0 < Xy < Sm
125 20 165
3=Tp Ty Ty Uswsim
125 20 85
4= T +7=_T 2m < x3 < 4m

Se aplica en el marco la siguiente expresion

9_[L2M(6M)dx
), \eMJEI

Por consiguiente,

0 1 5( 5 2_|_67 )( 1 >d 1 (33 >(1 )d
¢ =), \T2 )Tt Pt g | () (1ore) e

1 2( 165)( 1)d +1 4( 85><1>d _ 1135
Er), \" 2 J\T2) " T ), T )\2) T asEl

Debido a que la magnitud de la pendiente resultd positiva, esta pendiente es del
mismo sentido que el momento de par variable. Por lo tanto,

5 1135  23.6458
CT48El _ EI :>
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Ejercicio 2.15. Determine el desplazamiento horizontal del punto B del marco
representado en la figura 2-15a. Suponga que E e I son constantes.

4T /m
2T /m
C D E F G

2m

Bl--mmmmm el H& .............. (a)

Figura 2-15
3m
A I
W Tl
2m 1.5m 2.5m 3m
SOLUCION

Fuerza externa P

En vista de que se desea conocer el desplazamiento horizontal en C, se aplica una
carga P de magnitud variable en tal direccion y en ese punto, y su sentido se supone
hacia la derecha, aunque bien puede ir hacia la izquierda.

A continuacion se calculan las reacciones en los soportes por medio de las
ecuaciones de equilibrio.

+_)ZFX:O:P_8_R1X:O:'.'RIX:P_8<_

<+z MI=0= —R,,(4) — P(3) + (3'5(2)> (% (3.5) + 2.5) — 5.5(4)(0.25) + 8(3) = 0
47 3
Rar =5 =3P
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+TZFY—O=>(47 3P) 3.5(2) 5.5(4)+R Lo R _53+3PT
- 6 4 2 2 Iy === Ty = 3Ty

Los resultados se muestran en la figura 2-15b.

(3.5m)(2T/m) (5.5m)(4T/m)

21
1 4T /m
[
I
1 2T/m
I
/W l
C X, D| I x5 E F X4 G
i1 i 0.25m_| |
> (3.5m), —> <
ERIIN ~(5.5m) [fm
(b) SN B S 8T ) Y
3m
X4 X3
i Rxy=P-8
A i I IX
2m 1.5m ) 2.5m T 3m
47 3 |R 53 s 3P
Ry =———P =—+-
AY 6 4 1Y 3 4

Momentos internos M

Empleando el método de secciones, se calculan las funciones de momento y
alternamente se calculan las derivadas parciales, con base en las figuras 2-15c,
2-15d, 2-15e, 2-15f, 2-15¢, 2-15h, 2-15i y 2-15j. Se ocupa una coordenada x para
cada elemento.

Entonces, las coordenadas x;, x,, X3, x, Y xs cOn origenes establecidos en los puntos
A,C,1,G y D son validas dentro de las regiones A—D, C—-D,I - F,G—FyD —F,
respectivamente. Observe como por la discontinuidad de carga, las dos columnas y
la viga intermedia tendran dos ecuaciones de momento, mientras que las vigas en
voladizo solo tendran una ecuacion de momento.
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Miembro A — D.

OSX1S3m

Gz Mcorte=0=> M, =0
() *

oM; 0
é; WV oP
47
Ry=——-P
3m <x; <5m
A2
M,
|
p
62Mc0rte=0=>P(x1—3)+M2 =0 —_—lp A
M, = —Px; + 3P %
oM, 3m ()
aP —_ 3 - x1
é v
< 2m . 1.5m -
47
Ry=———-P
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Miembro C — D.
4 0<x,<2m
W =§.r:
4
(e) 3 x (—x )
>N, _ 2\7"2 X2 _
c J i, GZMcorte—Oz — (3)+M3—0
£ 3
M3 = —ﬁxz a_P =0
Miembro I — F.
J.nlr
Iy
0<x3<3m M,
v
GZMcorte=0:>—(P—8)(x3)+M4=0 D B
M4_ = Px3 - 8x3 .I'a (f)
oM,
_— x3 I k'
oP A Ry =P -8
4 53 3
RIF = ?+ ;P
4 s
M-
—"
_—
8T
H——
3m<x3<5m
X3
(9)
Im +chorte =0=>—-(P—8)(x3) —8(x3—3)+M:=0
M5 - _24' + PX3
A Ry, =P-8 apP
1 53 3
RJ"I.-' = —+ _P
; 3 4
297




CAPITULO 2  ANALISIS DE MARCOS ESTATICAMENTE DETERMINADOS

Miembro G — E.

OSX4_S3m

4T fm
X
GZ Mcorte = 0 = —4(x,) (?4) —Mg=0
, M, (h)
M = —2x, ” R
N - -
oMy 0 -
0P vel %, .
N -
Miembro D — F.

. a” 4 +a
Ve =T fm W, =—x -
- 7 p—/—ﬁ. : 7 . 7
_/-/-/W’—ﬂf Ny
c A D M.
2m
Vi
( —Lp
(i)
Im
W 4

< 2m = X3 o
= — =
47 3
H w - — _P
A¥ 6 n

8
G Mcorte =0 = — (4—7 - EP) (xs) + P(2) + (2)2(7) (% )+ x5>

6 4
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4
) (e (S22

+o)(5) (3 2
2 3 4 ) 3 281 16 oM, 3
M7=—ﬁx5 —§X5 _ZPXS-I_HXS_ZP_H W=—Zx5—2
1.5m < x5 < 4m
4T fm
2T /m
My
HI—WJ W Wy \ >
c M D E J h
2m l
Vg
Y i B
'
()
3Im
W é,q
< 2m }t: 1.5m -
47 3
R.-]"' =—-—--F *5 -
: & 4 -
47 3 3.5(2 1
Gz Mcorte =0 = — (? — ZP) (xs) + P(2) + <#> <§ (3.5) + (x5 — 1.5))
x: — 1.5
+(xs — 1.5)(4) (ST> + My =0
5 3 31 10 JdMg 3
M8=—2X5 —ZPX5+?X5—2P—? W=—Zx5—2
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Teorema del Castigliano

Si sustituimos P = 0 en cada una de las ecuaciones de momento flector, entonces

M, =0 0<x <3m
M2=—(0)x1+3(0)=0 3SX1S5m
2
M; = ——x,3 0<x,<2m

21
M, = (0)x3 — 8x; = —8x; 0<x3<3m

Mg = =24+ (0)x; = —24 3m < x; <5m

Mg =—-2x,2 0<x,<3m
P 3(0) , 281 20 16_ 2 . 4 , 281 16
7T TN Tyt TS T s 21 2175 T 7Y T YT = X5 = oM
3 31 10 31 10
Mg = —2xg? —Z(O)xs X5 — 2(0) -3 = —2x52 X5~ 1.5m < x5 < 4m

El desplazamiento horizontal del punto B en el marco puede evaluarse con la
siguiente ecuacion:
Ae fL2M<6M) dx
A oP ) EI
1

suo= g [ OO+ [ OG- an i [ (-5t @

1 3 1 5 1 3
TE L (=8x3)(xa) ds + 57 L (=24)(x3) doxs + JO (—22,2)(0) dx,
1 1.5( 2 3 4 2 4 281 16)( 3 2) p
El . les 7X5 42 Xs 1 4-x5 X5
4

L (2 , 31 10)< 3 2>d _ 369.501
El) 4% T3 T )T = TR

Por lo tanto, el sentido correcto del desplazamiento calculado es

369.501
App= B
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CAPITULO 3
ANALISIS DE ARMADURAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS

3.1 REACCIONES EN LOS SOPORTES Y DETERMINACION DE LAS FUERZAS
AXIALES POR EL METODO DE LOS NODOS

Ejercicio 3.1 Calcule las reacciones en los soportes y use el método de los nodos
para determinar las fuerzas internas de la armadura que se observa en la figura
3-1a. Indique si los elementos estan en tension o compresion.

6k 12k 12k 12k

11 I H G

16’
A B C D
T v v v
16 e 16 W 16 W 16
Figura 3-1
SOLUCION

Verificacion del grado de indeterminacion

La armadura de este ejemplo es isostatica externamente debido a que se tienen
r = 3 reacciones de apoyo (una horizontal y una vertical en el soporte articulado A4,
y una vertical en el soporte simple E), tres ecuaciones de equilibrio
QFX =0,>FY =0, Y M = 0) y ninguna ecuacién de condicién, es decir,c = 0. Por
otra parte, hay b = 17 barras y j = 10 nodos (etiquetados desde A hasta J). Si b +
r=17+4+3 =20y 2j = 2(10) = 20, entonces b + r = 2j. Por lo tanto, la armadura
es isostatica internamente.
Calculo de las reacciones en los apoyos

Las reacciones en los soportes se determinan de la misma forma que en las vigas
y los marcos. Se realiza un diagrama de cargas en el que aparezcan las fuerzas
externas que se aplican a la armadura y las fuerzas reactivas cuyos sentidos deben
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suponerse arbitrariamente por ser incognitas. Se orientan los ejes X y Y a lo largo
de las lineas que ofrecen la reduccién de fuerzas mas simple en sus componentes
X y Y. Se plantean las ecuaciones de equilibrio y en su caso, las ecuaciones de
condicion, y se resuelven; se invierte el sentido de cada fuerza que se propuso en
el diagrama cuya magnitud resulte negativa en la solucion de las ecuaciones de
equilibrio. En la figura 3-1b se representa el diagrama de cargas de la estructura.

Y
6k 12k 12k 12k 6k

]1 X H Gl F

® 1

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio en una secuencia y al emplear los resultados
calculados previamente, se obtiene

B MA =0

12(16) + 4(16) + 12(32) + 4(32) + 12(48) + 4(48) + 6(64) — Rgy (64) = 0

1920
REY = ___64 = . REY = 30kT

+TZFY=O:>—6—12—4—12—4—12—4—6+30+RAY=0:>.-.RAY=30kT

+_>ZFX:O:-°- RAX=O

Como era de esperarse, al ser todas las cargas verticales, la reaccion horizontal es
nula. Los resultados obtenidos se visualizan en la figura 3-1c; obsérvese que solo
es necesario determinar las fuerzas en la mitad de los elementos debido a la
simetria en la estructura tanto con respecto a la carga como a la geometria.
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6k 12k 12k 12k 6k
]1 I H G F
6
6
16’
0\ 0 6 0
Ru'%0 A B c D E,
v Y, v
, 4k 4k 4k
16 16’ | 16 16 f
| I
R,y = 30k |Eje de simetria

Método de los nodos

Nodo J. Para calcular las fuerzas internas, se empieza con el nodo (junta) /, ya que
en él sélo hay dos fuerzas desconocidas, que es el nUmero maximo de fuerzas
desconocidas que puede haber en un nodo a analizar, asi que también se pudo
haber iniciado con el nodo F. Se representa el diagrama de cuerpo libre del nodo,
figura 3-1d; el sentido de las incégnitas JA y JI se propone arbitrariamente. Los ejes
X — Y han sido orientados de manera horizontal y vertical para mayor facilidad. Se
plantearon entonces, para este nodo, las dos ecuaciones de equilibrio que
corresponden a fuerzas concurrentes en un plano, y a partir de estas ecuaciones
se determinaron ambas fuerzas desconocidas. Una respuesta positiva indica que el
sentido propuesto es correcto, mientras que una respuesta negativa indica que el
sentido que se supuso debe ser invertido. Asi mismo, recuerde que un elemento en

6k

+—>ZFX=O:>:.]I=O

JI
+7 ZFY =0=>-6+JA=0=.]JA =6k (Compresion)

J4

(d)
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compresion “empuja” a la junta y un elemento en tensién “jala” a la junta. Una vez
calculada una fuerza de barra desconocida, deben usarse su magnitud y sentido
correctos (tension o compresion) en los diagramas de cargas de los nodos
subsecuentes. Lo explicado corresponde al algoritmo que debe seguirse para
analizar un nodo.

Nodo 4, figura 3-1e. A continuacion se analiza este nodo, ya que al haber calculado
anteriormente la fuerza del elemento J — A, s6lo quedaban dos incégnitas, las
fuerzas AB y Al.

(f) 16

8
A B W
Ty 16" ol
Al = /162 + 162 = 167/2m
R, = 30k BI 16 1 AB _ 16 1

Slne—zl—m—ﬁ;COSG—ﬁ—Tﬁ—ﬁ
Con base en la figura 3-1f, se han determinado sinf y cosf debido a que las
componentes rectangulares horizontal y vertical de la fuerza Al involucran esos
términos, en forma respectiva. Como el caracter (tension o compresién) debe ser el
mismo en los dos nodos que definen el elemento, se observa que la fuerza interna
de la barra A — ] empuja a la junta A tal y como lo hace con J. El analisis se hace
también con las dos ecuaciones de equilibrio correspondientes a fuerzas
concurrentes en un plano.

+TZFY=0=>RAY—A]—AIY=0:>30—6—A1(c059)=0

1 24
24 — Al (—) =02 4] = ———=: Al = 339411k (Compresion
7z 1 (Comp )
V2

+—>ZFX=O:>AB—AIX=0:>AB—AI(sin9)=0
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L
V2

De forma analoga, se efectlta el analisis de cada uno de los nodos restantes.

AB = (33.9411)( ) = AB = 24k (Tension)
Nodo B, figura 3-1g.
L +—>ZFX=0=>—BA+BC=0:>BC=BA
BI
.~ BC = 24k (Tension)

— < > +TZFY=0:>BI—4=O

v ~ Bl =4k (Tensién)

(9)
Nodo I, figura 3-1h.

(h)

+TZFY= 0= —12—IB+ Al, — ICy = 0 = IC(sin§) = —12 — 4 + [A(cos 8)

1 1 8
IC (—) = —16 + (33.9411 (—) = IC =——>=-1C =11.3137k (Tensién
V2

+—>ZFX=O:>IAX+ICX—IH—I]=O:>IA(sin9)+IC(cose)—IH—0=O

1 1
IH = (33.9411 (—) + (11.3137 (—) =~ IH = 32k (Compresion
( ) 7 ( ) 7z (Comp )
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Nodo H, figura 3-1i.

1 +—>2FX=0
S <

HI =32k HG HI —HG =0= HI = HG

~ HG = 32k (Compresion)

HC
+TZFY=0

0 HC—12=0=:~ HC =12k (Compresion)
Por lo tanto,
FG=J1=0
EF = JA = 6k (Compresion) EG = Al = 33.9411k (Compresion)
ED = AB = 24k (Tension) CD = BC = 24k (Tension)
DG = BI = 4k (Tension) CG =IC =11.3137k (Tension)

Los resultados obtenidos se visualizan en la figura 3-1j.

6k 12k 12k 12k 6k

)i 0 I B 32k ! ~ 32k - Gl 0 F

>‘9 » »

A 0 2 A

. 16° w . 4 {9 22 % v 7\7 %

0 3 o0 <1 % S > 3] %
4 \ 4 \ 4

o 24k 24k 0 o 24k 24k

16 16’ 16” 16

Ry 20 ?{ B c D E
R,y = 30k

Ruy = 30k
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Ejercicio 3.2 Calcule las reacciones en los apoyos y determine la fuerza en cada
elemento de la armadura que se muestra en la figura 3-2a. Indique si los elementos
estan en tensién o compresion.

E|>B

D
(a)
6m Figura 3-2
F
K G
¥ I F
v
15k 15k 15k
4m 4m - 4m
SOLUCION

Verificacion del grado de indeterminacion

Observe que b=11,r=3,j=7 y ¢ =0. Debido a que r —c =3 se cumple, la
armadura se describe como determinada externamente desde el punto de vista
estatico. Ademas, b+r=11+3=14y 2j=2(7) = 14 conducen a b +r = 2j,
asi que la armadura es estaticamente determinada de forma interna.

Calculo de las reacciones en los apoyos

Rpy (b)

6m

G .
Sl — 1 1
A\

15k 15k 15k

4im im 4m
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Al aplicar las ecuaciones de equilibrio en el diagrama de cargas, figura 3-2b, resulta

+TZFY= O = _15_ 15_15+RBY == O =" RBY == 4‘5kT
360
E MA= 0= 15(4) + 15(8) + 15(12) — Rpx(6) = 0 = Rpx = —— == Rpx = 60k<—

+_)ZFX =0 iRAX_60 =0>- RAX = 60k_>
Los resultados obtenidos se visualizan esquematicamente en la figura 3-2c.

RBY =45k
A
4?3>——— o
1

6m

. L

Rux = 60k—

im 4im 4im

Método de los nodos

Para calcular las fuerzas en los elementos, no hubo otra opcién mas que iniciar con
el nodo G por ser el Unico en poseer dos incégnitas, las fuerzas GE y GF. A
continuacion se analiz6 el nodo F, debido a que al haber calculado anteriormente la
fuerza en el elemento F — E, s6lo quedaban dos incégnitas en este nodo. Después
se paso al nodo E, se siguio con los nodos C y A4, y se concluyo con la junta B, ya
gue conforme se obtenian resultados, se iban utilizando en los diagramas de cuerpo
libre de las juntas subsecuentes.

Un cambio en la orientaciéon de los ejes X y Y en el nodo F, lo cual puede ser
observado en el correspondiente diagrama, evitd una solucion simultanea de
ecuaciones.

Las fuerzas internas de la armadura son
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Nodo G, figura 3-2e. Con base en la figura 3-2d, se tiene

A 5 AB FE 6 FE
_— a0 — = —
AG EG 12 4
(d) — 6(4) ,
om =g o
F —
tan 8 FE 2
anov; = =—=—
W 8 c EG 4
A 3 2
< S > 0, = tan™'- = 26.5651°
g8m 4m 4

+T2FY=0:GFY—15=O:GF(sin61)—15=0

15

GF(sin26.5651°) = 15 = GF = —————-5

~ GF = 33.5410k (Tensién)

+—>ZFX=0='GE—GFX=0=>GE—GF(C0$91)=0

GE = (33.5410)(cos 26.5651°) = GE = 30k (Compresién) © 15k
e

Nodo F, figura 3-2f.

/‘+ZFY=0=>—FEY=0

0
FE(sin63;) = 0= FE =
(sin63) cos 0.

>~ FE=0

\-l—ZFX: 0
—FD + FG+ FEx = 0= FD = FG + FE(cos 65)

FD = 33.5410 + 0(cos 65)

~ FD = 33.5410k (Tension)
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Nodo E, figura 3-2h. A partir de la figura 3-2g, se obtiene

B

Mu
D —_— 0 — =

Gm
—_  6(8)
C=——=4
12 "
g FE 4
Wy 2 G - _
2 I E tan92—E_G—4
—14 o
(9)
ED,

ED
+T2FY=0=>—15+EF+EDY=0=>ED(cosez)=15+0

ED(cos45°) =15 = ED = =. ED = 21.2132k (Tensién) EDx

cos 45°

+—>ZFX=O=>—EDX+EC—EG=O:>EC=ED(Sin02)+EG

EC = (21.2132)(sin45°) + 30 =.. EC = 45k (Compresion) v

Nodo C, figura 3-2i.

1 FY =0
?ﬁ:‘ CD —15=0=. CD = 15k (Tensién)
_ﬁ——_— =
CA AT +—>ZFX 0
1!!; CA—CE=0=CA=CE = CA=45k (Compresion)
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Nodo A4, figura 3-2j.
+—>ZFX =0= R,y — AC — ADy = 0 = AD(cos 8,) = 60 — 45

AD g = -
: D= T =. AD = 21.2132k (Compresion)
jny +TZFY=0:>AB—ADY=O:>AB=AD(sin02)

AC = 45k AB = 21.2132(sin45°) =.. AB = 15k (Tensién)

AKX

)

Nodo B, figura 3-2k.

+_>ZFX:0:>RBX+BDX=0:>BD(COS‘91) = 60

60
D=——=.BD=67.0821k (C i
€05 26.5651° (Compresion)
+1 ZFY = Rgy — BA— BDy = 45 — 15 — BD(sin 6,)

=45 — 15 — 67.0821(sin 26.5651°) = 0 ok

En la figura 3-2| se muestran los resultados obtenidos.

RBY :45k
A
; N 67.0

6m

4m 4m 4m
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Ejercicio 3.3 Calcule las reacciones de los apoyos de la armadura de la figura 3-3a al
actuar la carga indicada. Ademas, determine la fuerza en cada elemento. Suponga que
E es constante. En la tabla 3-1 se indican la longitud y el area de cada elemento.

15k
B 1 D
5k >
Y 2
6 - ')i' : :
15’ > 7
‘ E @
Figura 3-3
8
Y
A 9
15’ 15’ 15°
No de longitud Area
barra (pies) (pies?)

1 15 0.05556

Tabla 3-1 2 7.5 0.02778
3 7.5 0.02778
4 16.7705 0.08333
5 16.7705 0.08333
6 21.2132 0.06944
7 21.2132 0.06944
8 16.7705 0.08333
9 16.7705 0.08333

SOLUCION

Verificacion del grado de indeterminacién

Las ecuaciones de equilibrio son n =3 FX;YFY;)} M) y en este caso no hay
ecuaciones de condicién, es decir, ¢ = 0 . En el apoyo articulado A hay dos incégnitas
de reaccion, una horizontal y una vertical, y en el rodillo B sélo hay una vertical, por lo
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que r = 3(Rux; Ray; Rpy). Ello indica que la armadura es estdticamente determinada
externamente.

Por otra parte, el nimero de nodos es j = 6(4; B; C; D; E; F) y la cantidad de barras es
b=9,asiquer+b=12y 2j=12. Comor+ b = 2j ya que 12 = 12, la armadura es
estaticamente determinada internamente.

Célculo de las reacciones en los apoyos

Al aplicar las ecuaciones de la estética se tiene
GZ MA = 0 = Rpy(45) — 15(15) — 5(15) = 0 == Rpy = 6.6667kT
+1 z FY = 0 = Ry — 15k + 6.6667k = 0 = R,y = 8.3333k}

+_)ZFX=0=>5—RAX=0=>.'.RAX=5k<_

Por trigonometria se deducen los siguientes angulos

15 7.5
y = tan™1 (1—5) = 45° 0 = tan™! (1—5> = 26.5650°

Método de los nodos

Nodo 4, figura 3-3b. El andlisis puede comenzarse en este nodo, debido a que, como
se observa en el diagrama de cargas, soélo se tienen dos incégnitas que corresponden
a las fuerzas en las barras AB y AC.
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+—>ZFX=0=>ACX—ABX—5=0:oAC(cost9)—AB(cosy) =5—-———(1)
25 25
+TZFY=O=>ACY—ABY+?=OﬁAC(sinH)—AB(siny)=_?___(2)

Resolvemos el sistema simultdneo de ecuaciones (1) y (2). Despejando AC de la
ecuacion (1) se obtiene

_ 54 AB(cosy)

AC -——(3
cos6 ®)
Al sustituir la ecuacion (3) en la ecuacion (2) resulta
5+ AB(cosy)\ . . ) 25 , 25
T osd (sin8) — AB(siny) = —3 = 5(tan®) + AB(cosy)(tanf) — AB(siny) = —3

— <% + 5(tan9)) — (% + 5(tan26.5650°)>
- (cosy)(tan8) — (siny) - (c0s45°)(tan26.5650°) — (sin45°)

~ AB = 30.64129385k (Compresion)
Reemplazando el valor obtenido de AB en la ecuacion (3) da

_ 5+ AB(cosy) 5+ (30.64129385)(cos45°)

AC cos@ €0526.5650°

=. AC = 29.8142397k (Tension)
Nodo F, figura 3-3c.

+—>ZFX:O:>—FEX+FDX:O

FE(cosf8) = FD(cosy) — — — (1)
20
+1 ) FY =0 FE ~FDy+—=0
20
FE(sinf) — FD(siny) = —3 T (29

Se resuelve el sistema de ecuaciones (1) y (2).

~ FE =14.90711985k (Tension)

~ FD = 18.85618033k (Compresion) Rpy = —k
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Nodo C, figura 3-3d.

C(B*

ch” (d)

Se hace un cambio en la orientacion de los ejes X y Y para evitar la solucion simultdnea
de ecuaciones. Como la componente CBy, es la Unica fuerza en la direccién Y,

evidentemente tenemos
,\+ZFY =0=>~CB=0

Por otra parte,
/+z FX=0= —CA+CD —CBy =0=.C(CD =29.8142397k (Tension)

Nodo E, figura 3-3e.

},
£~
/ ED /~
i \\é:: /7/\ -
/
/ A\ 4

De forma anéloga al nodo C se tiene
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/‘+ZFY=0z—EDY=0=>:.ED=O

~ +Z FX=0= —-EB+EF+EDy =0=- EB =14.90711985k (Tension)

Nodo B, figura 3-3f.

(f)

+—>ZFX=0=>BAX+5+BEX—BD=0

BA(cosy) + 5+ BE(cos@) — BD = 0 = BD = 40k (Compresion)

Los resultados obtenidos se muestran en la figura 3-3g.

15k
15k 3B 40000k D
0 pK 2 0
A o35 9,
J 2 2% & )
Q %5
157 % 6,
AR ¢ E 7
3 a
'Lq‘% 907,{,
A F
PR, =5k
25 20 4
RAY = _k R = _k
3 FY 3
15’ 15’ 15’
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3.2 METODO DEL PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL

Ejercicio 3.4 Determine el desplazamiento horizontal en la junta B de la armadura
gue se muestra en la figura 3-4a. Considere que AE es constante.

B SkN

MR

e
T -~

(a)
Figura 3-4

SOLUCION
Fuerzas reales N

Se determinan las reacciones en los soportes y después las fuerzas en las barras
causadas por las cargas reales que acttan en la armadura preferentemente con el
meétodo de los nodos. Las distancias d, y d, que corresponden a las longitudes de
las barras C — B y A — B, respectivamente, y la altura h se deducen a partir de la
figura 3-4b.

(b)

d
cos 30° = ﬁ = d; = (3m)(cos 30°) = 2.598m

h = d,(sin30°) = 1.299m d, = /(3m)? — (2.598m)2 = 1.50013m

El diagrama de cargas, en el que los sentidos de las reacciones (incognitas) se
suponen arbitrariamente se proporciona en la figura 3-4c.

1.299m

(©)
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Aplicando las ecuaciones de equilibrio se obtiene

6.495
E MA = 0= 5(1.299) = Rey(3) = 0= Rey = —5— == Rey = 2.165kN T

+1 Z FY = 0 = —Ryy + 2.165 = 0 = Ry = 2.165kN]
+_)ZFX:O:>_RAX+5 :0:>-°-RAX:5kN<—

El calculo de las fuerzas reales en los elementos se presenta en seguida.

Junta A, figura 3-4d.

ABy
S
I
2165 B g : 600
= S 60° = AB = 2.5kN (Tension) oLz,
60
AR
+—>ZFX=O=>—5+ABX+AC=O Rax = SkN

AC =5 —(2.5)(cos 60°) =.. AC = 3.75kN (Tension)

_ Ry = 2.165kN
Junta C, figura 3-4e.

e [
30° ¥

+TZFY=O=>2.615—CBY=O

_ 2.165
~ sin 30°

= CB = 4.33kN (Compresion)

+- ZFX = —3.75+ CBy
Rgp = 2.165kN
= —3.75+ (4.33)(cos30°) =0 ok

Los resultados obtenidos se muestran en la figura 3-4f.

1.299m

(f)

Ry = SkN / \A 3.75kN g

Ray = 2.165kN ’lRw = 2.165kN

318

(d)



CAPITULO 3  ANALISIS DE ARMADURAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS

Fuerzas virtuales n
Se coloca una carga virtual unitaria en la armadura sobre el nodo donde debe
calcularse el desplazamiento. Dicha carga debe tener la misma direccion que el
desplazamiento requerido y su sentido se supone arbitrariamente. Por tal motivo, a
la armadura, en la que se desea conocer el desplazamiento horizontal en la junta
B, se le aplica una fuerza virtual de 1 en B con direccion horizontal y un sentido
hacia la derecha, y las cargas reales son eliminadas, figura 3-4g.
Se calculan las reacciones en los soportes Ay C y después se determina la fuerza
interna en cada elemento por el método de los nodos. En este problema, obsérvese
que las reacciones y las fuerzas virtuales n pueden calcularse facilmente si
dividimos los resultados obtenidos en la estructura real entre cinco ya que la Unica
diferencia radica en que para la estructura virtual la fuerza horizontal aplicada en B
esde 1ynode5KN. 1

1.299m

Rae =1 A 0.75 g (9)

R, = 0433

Ecuacién del trabajo virtual

Dado que AE es constante, puede aplicarse hasta el final de la sumatoria y por
ahora atender la parte de NnL.

Las fuerzas de tensién deben considerarse positivas y las de compresién negativas
en ambas estructuras; al disponer los datos en forma tabular, tabla 3-2, se tiene

Barra L(m) N(kN) n NnL
A-B 1.50013 2.5 0.5 1.87516
A-C 3 3.75 0.75 8.4375
C-B 2.598 -4.33 -0.866 9.74193
z _ 20.0546
Entonces, Tabla 3-2
NnL 20.0546
1 . AHB= =
AE AFE

Como la sumatoria resultante es positiva, el desplazamiento calculado tiene el
mismo sentido que la carga virtual unitaria.

_20.0546

kN
- enm,si A(m?) y E (m_>

2
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Ejercicio 3.5 Calcule el desplazamiento que experimenta el nudo i de la armadura
gue se muestra en la figura 3-5a al actuar sobre ella el sistema de cargas indicado.
El &rea de la seccion transversal de cada elemento es constante y su valor se indica
en el cuadrado adyacente; se expresa en pulgadas cuadradas. El médulo de
elasticidad del material de los miembros de la estructura es 30000k /pulg?.

12 12
C d e
15 10 10 15 (@)
15’ 3 3 3 Figura 3-5
8 8 8 8
b ,
J l h /
9
12k 1z¥k
10
g
20’ - 20’ 20° Eg
SOLUCION
Fuerzas reales N
Las reacciones en los soportes son resultado de
+—>ZFX =0=:Ry =0
960
az Ma =0 = 12(20) + 18(40) — R,y(80) = 0 = R,y = 50 12 >~ Ry = 12kT

T+ZFY=0=>12—18+12—Ray=0=>.-.RaY=18kT

La longitud de cada barra inclinada es

Lo-j=La—j=Lp-c=Lj-g=Ln-a=Lsre=Lgpy/(20)? + (15)% = 25’
Por otra parte,

L, _15_3 520 _
Sin —25—5 Cos —25—
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El calculo de las fuerzas en las barras causadas por las cargas reales que actdan
sobre la armadura se presenta enseguida.

Nodo a, figura 3-5b.

+—>ZFX=0:—Rax+an=0:—Rax+aj0059=0

+TZFY=0=>—ab+Ray+ajy=0=>—ab+Ray+ajsin9=0

3
I —ab+18+4+0 (E) =0 =. ab = 18k(Compresion)
R, = 18k

(b)

Nodo b, figura 3-5c.

bﬂx.‘_ [
e}

1
| +TZFY=O:ba—bcy=0:ba—bcsin9=0
1

pe=2% 18 e =30K(C i6m)
== . =
c=3 3/ c ompresion
b > 5
bj
+—>ZFX:O:bj—ch=O=>bj—bccos€ =0
ba = 18k .
bj = bccosO = 30 <§> = bj = 24k(Tension)
(€)

Nodo c, figura 3-5d.

cd +—>ZFX:0=>cbX—cd:0=>cbcost9—cd:O

4

cd = cbcosf = 30 (5

) = cd = 24k(Compresion)

+TZFY=Ozcby—cj=0zcbsin6—cj=0

o 3 o 3
(d) cj = cbsind = 30 (E) = ¢j = 18k(Tension)
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Nodo j, figura 3-5e.

jc= 18k ¢

J dx

CAPITULO 3  ANALISIS DE ARMADURAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS

yd +TZFY=O=>jc—12—de

jc—12 —jdsind =0

d  je—12 18-12 3
jdy jd =— = =. jd = 10k(Compresion)
< sin@ 3/5

jb=24k g J ji

' +—>ZFX=0=>—jb+ji—jdX=0
. 12k
I —jb + ji — jdcos® = 0
4

© ji = jb+ jdcosf = 24 + 10 (E) = ji = 32k(Tension)
e

Nodo i, figura 3-5f.

§id

+TZFY=O=>id—18=O

-+
ij = 32k

W
18k

(f)

Nodo g, figura 3-5g.

R, =12k

(9)

~ id = 18k(Tension)
-
+—>ZFX=O=>—ij+ih=0

ih = ij = ih = 32k(Tension)

+_>ZFX=0=>—ghX=O=>—ghCOSG=O

gh=0/cos@ =—=:.gh=0

Ul | ©

+TZFY=0=>ng—gf+ghy=Ozng—gf+ghsin9=0

3
9f = Rgy + ghsind =12+ 0 (E) == gf = 12k(Compresion)
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Nodo f, figura 3-5h.

fe=fg/sinf =

fh=

+TZFY=O=>—fey+fg=0

—fesind + fg=10

=. fe = 20k(Compresién)

—_
il w| 1

+—>ZFX=O=>—fh+feX=O

—fh+ fecos6 =0

4

=2
fecosO 0 (5

) = fh = 16k(Tension)
+_>ZFX=0=>ed—efX=0

ed = efy

4

ed = efcosf =20 (5> =. ed = 16k(Compresion)

- — >
! 9 fex
| fe
er*
. 6C
< f
fh A
fg =12k
(h)
Nodo e, figura 3-5i.
ed . €
0 o efy
Q
804
eh ¥ 0
efx
(i)
Nodo h, figura 3-5;.
_ _hdx
: 0 Ahe = 12k
|
I d
*hd{ 9 ‘
hi=32k M6 hf=16k
hg
()

323

+TZFY=O$—eh+efY=0
eh = efy
3
eh = efsinf = 20 <§> = eh = 12k(Tensiéon)
+—>ZFX=0=>—32+16+th=o
—16 + hdcosf =0

16
hd = 16/cosf =

- = hd = 20k(Compresion)
5

+TZFY=he—hdy

3
= he — hdsind =12 — 20 (E) =0 ok
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Los resultados obtenidos se muestran en la figura 3-5k.

B 24k od o 16k e
X
N =y eoé iﬁl" e@; (k)
— A — A
0 32k 32k 0 16k 6
—
, 17 2
15 2 A 4
= 18k =
0 \ 4
(0 S e g
F 207 20° 207 A
R,, = 18k ng = 12k

Fuerzas virtuales nvy nh

Debido a que no se conoce la direccion del desplazamiento del nudo i, no se puede
aplicar una carga virtual unitaria en su direccién y determinarlo directamente. No
obstante, el desplazamiento resultante del nudo i se calcula si, por ejemplo, se
conocen sus componentes vertical y horizontal. Dado que debe determinarse el
desplazamiento vertical en la junta i, se aplica una fuerza virtual de 1 en i con
direccion vertical hacia abajo, figura 3-5I.

()

12 J 12
M < £
15 10 10 15
15 3 3
3 g g
W
b ; X
T ] I h f
v g
1
10
g
2 20 oy 20° ~ 20
ey Paia -
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Se calculan las reacciones en los soportes a y g y después se determina la fuerza
nv en cada elemento por el método de los nodos.

La aplicacion de las ecuaciones de equilibrio conlleva a

+—>ZFX:0:>.-.RaX:0

40 1
3 Ma = 0= 1(40) = Ryy(80) = 0 = Rgy = = === = Ryy = 0.5t

+TZFY=OﬁRay_l'*'O-S:O:-'-Ray=0-ST

Se proporciona el céalculo de las fuerzas que se producen en las barras al aplicar
una carga virtual vertical unitaria en el nudo i.

Nodo a, figura 3-5m.

] +- Z FX=0
Ay _
ab aj —Rux +ajy=0=> —R,x +ajcosd =0
9 RaX .
w/< j = V =>.aj=0
0 ajx cosf 5
a 4#
RaX = 0
T +- Z FY =20
A
—ab+ Ry +ajy =0= —ab + R,y + ajsind =0
Ray = 0.5 3 -
(m) —ab+0.5+4+0 (g) =0 = ab = 0.5(Compresion)

Nodo b, figura 3-5n.

+TZFY=O

beq. -
I ba — bcy =0 = ba — bcsind =0
|
ba 0.5
bg : bc = 8 =3 " 5/6 = bc = 0.8333(Compresién)
bcy ¥ sin /5
6
b > 2 ) X =0
. e d =
A bj
ba =1/2 bj — bcy = 0= bj — bccosf =0
5\ /4 2
bj = bccost = (5) <§) =g =" bj = 0.6667(Tension)
(n)
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Nodo c, figura 3-5A.

+—>ZFX=O

_cd chy —cd = 0 = cbcos —cd = 0
5/4 2 ./
cd = cbcosO = E(E) =3 = cd = 0.6667(Compresion)
+7 Z FY =0
cby —cj =0 = cbsind —cj =0
= chsing <5>(3> 1 ' = 0.5(Tensién)
= = |— -]l =—>=. = .
Ccj cbsin 6 5 2 Ccj ension
Nodo j, figura 3-50.
/ +1 ZFY =0
jdx™ g
jc:l/z“ je—jdy =0 = jc— jdsind =0
id d=2C _a_s » jd = 0.8333(C 6
! jdy 1C=Sme =37 T /6= jd =0. (Compresion)
0
< < > +- ZFX =0
jb = 2/3 0N j ji
—jb + ji — jdy = 0 = ji = jb + jdcos
i 5\ /4 4
Jq ji=2/3+ (g) (g) =3 =+ ji = 1.3333(Tensi6n)
(0)
Nodo i, figura 3-5p. 1 Z FY =0
Aid id—1=0
~id = 1(Tensién)
+- ZFX =0
ij =4/3 i ih

—ij+ih=0

ih =ij = 4/3 ~= ih = 1.3333(Tensién)

Por la simetria en la armadura en cuanto a cargas y geometria, se tiene

ab = gf = 0.5(Compresién) bj = fh = 0.6667(Tension) jd = hd = 0.8333(Compresion)
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aj=gh=0 bc=fe=0.8333(Compresion)

cj = eh = 0.5(Tension)

Los resultados obtenidos se visualizan en la figura 3-5q.

cd = ed = 0.6667(Compresién)

0.6667 d 0.6667
----------- < > < > ¢
o<,
rb’b% v cb“;;b 4 0,(9\? 4 0’6’3
g n 3 w
15 Qﬁb O.n ° - A \P") S\ 83 (q)
g 0.6667 6 1.3333 1.3333 0.6667
bu o 2] ] s o h o “f
, Q v 4 n
15 ‘-g 1 =
a‘V 9 Vg
Ry =0
I( 20 20’ 20° 20° 4
R, = 0.5 Ry =05
Ahora, se aplica una carga horizontal que vaya hacia la derecha de 1 sobre la
armadura en la junta i y se calculan las fuerzas en los elementos, figura 3-5r.
12 12
C d e
15 10 10 15
15 3 3 (n
8 8 8 8
b . —
J h f
9
10
g
20° 20° 20°
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Las reacciones en los soportes son
+_’ZFX=O=>—Rax+1=0=>-‘-RaX=14—

15

3
EZ Ma = 0= 1(15) = Ryy(80) = 0 = Ryy = 7o = == == Ryy = 0.1875 1

3
+TZFY = 0= —Rgy +—= = 0= Ry =3/16 = Ryy = 01875}

Las fuerzas que se producen en las barras al aplicar una carga virtual vertical
unitaria en el nudo i son

Nodo a, figura 3-5s.

+—>ZFX=O

Ay . —Rux + ajy = 0 > —R,x + ajcosd = 0
ab aj
. RaX 1 5 R 1.25(T .z
0 aj = 050 4/ —4=>.. aj = 1.25(Tension)
A\ 4 y 5
ée ajx
a
RaX =1 +T ZFY =0
11
l —R,y —ab + ajy = 0 = ab = agjsind — R,y
5\ /3 3 9
R, = 0.1875 (VD) -~ . — Y
ay ab = (4) (5) 6= 16 =. ab = 0.5625(Compresion)

(s)

Nodo b, figura 3-5t.

+TZFY=O

bCX<. R
I ba — bcy = 0 = ba — bcsind =0
|
bc [ ba 9/
- 2% _ 716 _15 b .,
bey¥ bc = i 3/ = /16 =. bc = 0.9375(Compresion)
0 5
b >
A bj 2 ) X =0
ba =9/16 bj — bcy = 0 = bj — bccosf = 0
bj = bccosd <15>(4> 3 oo bj = 0.75(Tensién)
= = |— - =—>." = 0.
Ji ccos o)\s) =12 j ension
(t)
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Nodo c, figura 3-5u.

+—>ZFX=O

. cd

h cby —cd =0 = cbcosd —cd =0
d = chcos 15<4) 3 i cd = 0.75(C i6m)

= =] =—>=. = 0.
c chcos Te\s 2 c (Compresion
+TZFY=O
cby —cj = 0= cbsind —cj =0
(u) i = chsi 9—15(3)— % e f = 0.5625(Tensién)

¢f = cbsing = T-\z) =g =+ ¢f =0. ension

Nodo j, figura 3-5v.

+TZFY=O
jc=9/16%¢ —jay + jc + jdy =0 = —jasin6 + jc + jdsind = 0
asing — i §(§)_i s
) _]asm —]C_45 16__ L id .,
jd = prmy: = 3/5 =16 =. jd = 0.3125(Tension)
jb =3/4 +—>ZFX=O
< J Ji
ja; e —jay — jb + ji + jdy = 0 = —jacos® — jb + ji + jdcosd = 0
I
ALl L L 5\/4y 3 (54
0‘// [ ' ji = jacosO + jb — jdcosO = (Z) (E) + 1 (1_6) (g)
\ vjay
.3 iy L
(V) ji —Ez..]l = 1.5(Tensi6on)
Nodo i, figura 3-5w.
+TZFY=O
Aid aid=0
+—>ZFX= 0
< . —ij+1+ih=0
y=3/2 =5 i .
ith=ij—1= 3~ 1= 7= ih = 0.5(Tension)
(w)
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Nodo g, figura 3-5x.
+- Z FX=0
—ghy = 0= —ghcosd =0
0
gh=0/cosf = 7= gh=0
5

+TZFY=0

ng—gf‘l‘ghy=0=>ng—gf+ghsin9=0

. 3
gf=ng+ghsmé’=E+0(§>=E

R,y = 0.1875
(x) ~ gf = 0.1875(Compresion)
Nodo f, figura 3-5y.
T FY =0
! 5 = >fex * Z
| —fey +fg=0=> —fesin + fg =20
e
|
er* 3
< 6C f fg= S’% =16 136 =.. fg = 0.3125(Compresion)
fh 4 5
fg=3/16 +—>ZFX=O
—fh+ fex=0= —fh+ fecosd =0
(y) fh = fecosf = (%) (g) = % =. fh = 0.25(Tension)
Nodo e, figura 3-5z.
+- Z FX=0

ed—efy=0=>ed =efy

5\ /4 1 »
ed = efcosf = (1_6) (E) =3 = ed = 0.25(Compresion)

+TZFY=0

—eh+ef, = 0= eh = efy
51\ /3 3 .
)( ) = — = eh = 0.1875(Tension)

eh=efsm9=(1—6 )= 1¢

(@)
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Nodo h, figura 3-5a".

+TZFY=O

hdy
N2 he — hdy = 0 = he — hdsin8 =0
Y Ahe =3/16 e Yo s
e
I hd =—— = 216 _ 2 . hd =03125 (Compresion)
: d sind 3/5 16
Yhdy 4 +- > FX ==hi+ hf +hdy

1/2 h 0 hf=1/4 = —hi + hf + hdcos6

. U N R

Los resultados obtenidos se visualizan a en la figura 3-5b".

Estructura nh.

075 d 0.25 -
< > < > 5
<\ 7]
NV 25 Ly &
15’ N o SN 2 )
S
g 15 05 9 025 g
b > > >«
f 7 = AT y
<\ N
in 0%
, N 17 D~
15785 a3
O- o
0 0
\ 4 \ 4
4 R,=1 < """ 9
aX —

l< 207 20° 207 20’
R, = 0.1875 Ry = 0'18751

Ecuacién del trabajo virtual

En la tabla 3-3 se consignan todos los datos requeridos para el célculo de las
componentes horizontal y vertical del desplazamiento del nudo i. Observe que debe
manejarse una congruencia de unidades. Aqui las fuerzas de tension son indicadas
con nameros positivos y fuerzas de compresion con nimeros negativos.
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vertical horizontal
Nnvl Nnhl
Barra N (k) L (pulg) A(pulg”2) E(k/pulg”2) nv AE nh TAE
a-b -18 180 9 30000 -0.5000 0.0060 -0.5625 0.0068
b-c -30 300 15 30000 -0.8333 0.0167 -0.9375 0.0188
c-d -24 240 12 30000 -0.6667 0.0107 -0.7500 0.0120
d-e -16 240 12 30000 -0.6667 0.0071 -0.2500 0.0027
e-f -20 300 15 30000 -0.8333 0.0111 -0.3125 0.0042
f-g -12 180 9 30000 -0.5000 0.0040 -0.1875 0.0015
a-j 0 300 10 30000 0.0000 0.0000 1.2500 0.0000
g-h 0 300 10 30000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
b-j 24 240 8 30000 0.6667 0.0160 0.7500 0.0180
j-i 32 240 8 30000 1.3333 0.0427 1.5000 0.0480
i-h 32 240 8 30000 1.3333 0.0427 0.5000 0.0160
h-f 16 240 8 30000 0.6667 0.0107 0.2500 0.0040
j-c 18 180 3 30000 0.5000 0.0180 0.5625 0.0203
j-d -10 300 10 30000 -0.8333 0.0083 0.3125 -0.0031
i-d 18 180 3 30000 1.0000 0.0360 0.0000 0.0000
h-d -20 300 10 30000 -0.8333 0.0167 -0.3125 0.0063
h-e 12 180 3 30000 0.5000 0.0120 0.1875 0.0045
Z = 0.2586 0.1597

Tabla 3-3

La componente vertical del desplazamiento del nudo i es

NnvL
1-6y; = T 0.2586pulg

Como el resultado obtenido es positivo, tal desplazamiento tiene la misma direccién
que la propuesta para la carga virtual vertical unitaria, es decir, §,; = 0.2586pulg !.

La componente horizontal del desplazamiento del nudo i es

NnhL
AE

1-Ay= = 0.1597pulg

La magnitud positiva indica que el desplazamiento es de la misma direccion que la
supuesta para la carga virtual horizontal unitaria. Por lo tanto, Ay;= 0.1597pulg -.

Finalmente, la deflexion del nudo i es

A= /(6% + (Ay)? = +/(0.2586pulg)? + (0.1597pulg)? = 0.304pu1g\
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3.3 TEOREMA DE CASTIGLIANO

Ejercicio 3.6 Determine el desplazamiento horizontal del nodo E de la armadura
que se muestra en la figura 3-6a. Considere para todas las barras una seccién
transversal cuadrada de 10cm por lado y un Modulo de Elasticidad de

E=21%107 # que corresponde al del acero.

F
E 5T
@
Figura 3-6
4im
A B C D
T gj‘
3m 3m 3m 4T
SOLUCION

Fuerza externa P

Se aplica una carga P, cuya magnitud es variable, sobre la armadura en el punto y
en la direccion donde se requiere calcular el desplazamiento; en este caso, una
carga horizontal P es colocada en el nodo E, con un sentido que se ha propuesto
de manera arbitraria hacia la derecha (puede ser hacia la izquierda), debido a que
en E debe determinarse el desplazamiento horizontal, y aunque momentdneamente
reemplaza a la fuerza de 5T por encontrarse ubicada en el mismo punto, después
sera igual a un valor fijo de 5T.

Fuerzas internas N

Una vez calculadas las reacciones en los soportes se hallan las fuerzas N en las
barras utilizando el método de los nodos.

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio resulta
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+_>ZFX=O_RB)(+P=0$.'.RBX:P{—

4P + 24

DD MB =0 P(#) +4(6) = Rey(3) = 0 = Rey = —— = Ry = (gp+8>1

4 4

Los resultados obtenidos se muestran en la figura 3-6b.

F
0,
(b)
im
6, Rgy =P
A " B
3m 3m
4

La longitud de cada elemento inclinado es

Lp—g = Le_p = Lap =/ (3m)? + (4m)? = 5m

Se deducen los siguientes cosenos directores, ya que mas adelante seran
requeridos.

sinf, = cosf; =

sinf, = cosf, =

ull w Ul D
vl > 1l w

A continuacion, se efectua el analisis de cada nodo de la armadura
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Nodo A4, figura 3-6c.

AF

(€)

01 ABj/

A 4

A 77

Nodo B, figura 3-6d.

A BF
(d)
// Rpy =P
7 A BC
4
v

Nodo D, figura 3-6e.

Por inspeccion,
AF =0

AB =0

T+ZFY=0

BF —Rgy =0
4 4 )
BF — (—P + 4) =0=.BF = §P + 4 (Tension)

3
+—>ZFX=O

BC_RBX:O

BC = Rgx =+ BC = P (Tensibén)

T+ZFY=O

DE,—4=0 = DEsinf, —4=0

4 4 N
E = ey = % =>. DE =5 (Tensién)

+—>ZFX:O
—DEy +DC =0= —DEcosf; +DC =0

3
DC =DEcosf; =5 (E) = DC = 3 (Compresion)
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Nodo E, figura 3-6f.

+—>ZFX:O

—EF+P+EDy =0 = —EF +P+EDsin6, =0

3
—EF+P+5 (—) =0=~EF =3+ P (Tension)

5
T+2FY=O

—EDy + EC =0 = —EDcos6, +EC =0

(f)
4
EC =EDcosf, =5 (§> = EC = 4 (Compresién)

Nodo F, figura 3-6g.

+—>ZFX=O

FE—FCy =0 = FE —FCsinf, =0

FE B 3+P
sing, 3

FC =

5
>~ FC=5+ §P (Compresion)

T+ZFY=O

—FB+FCy =0 = —FB+FCcosf, =0

—GP+4)+(5+§P>(§)=0 ok

Los resultados obtenidos se visualizan en la figura 3-6h; cada barra se ha etiquetado
con un namero encerrado en un cuadrado adyacente a ella, de forma arbitraria.
Debajo, en la tabla 3-4 se enuncian por conveniencia los resultados junto con las
derivadas parciales dN/dP; en ella, las fuerzas de tensién son positivas, mientras
gue las de compresion son negativas. De igual forma, se debe hacer P = 5T, su
valor real. Ademas, se sabe que

T
AE = [(0.1m)(0.1m)] (2.1 * 107?) = 210000T

336



CAPITULO 3  ANALISIS DE ARMADURAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS

F 3+P
>« A
g I\
o &, o5
] o 4m
LR s
(h) & = [ - e
+ & - =
.'d-l
0 / /R;sx =P _F__ W
A l’f Fi B 5
<
3m R '4 1.33P 3m
= -|- .
B Ry =8+ 1.33P
No. B . anN NosustB =5 | N aN L
0. Barra N N,zus = -
N ap NP aE
1 0 3 0 0 0.0000000
2 P 3 1 5 0.0000714
3 3 3 0 3 0.0000000
4 5 5 0 5 0.0000000
5 4 4 0 4 o.0o00000  Tabla 3-4
5
6 ~5-(3)P 5 -1.6667 ~13.3333 0.0005291
4
7 4+ ()P 4 1.3333 10.6667 0.0002709
g 0 5 0 0 0.0000000
9 3+P 3 0.0001143

8
Z = 0.0009857

Teorema de Castigliano

Al aplicar la ecuacién para determinar el desplazamiento, se tiene

A ZN(6N> L 9857410
= ) — = *
HE oP)AE m

Como la sumatoria resultante es positiva, el desplazamiento calculado tiene el
mismo sentido que el propuesto para la carga P.

S AHE= 9857 * 10_4 m—
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Ejercicio 3.7 Calcule el desplazamiento vertical de la junta B de la armadura de
tres elementos que se muestra en la figura 3-7a; suponga que E y A son constantes.

3m

C

B A

im

D E—

(@)
Figura 3-7

SOLUCION
Fuerza externa P

Ya que se desea conocer el desplazamiento vertical en la junta B, se incorpora una
carga vertical P sobre la armadura justo ahi; el sentido de tal fuerza de magnitud
variable es supuesto hacia abajo, aunque bien puede ir hacia arriba.

Fuerzas internas N

Se obtienen las reacciones en los apoyos A y B por medio de las ecuaciones de
equilibrio y luego se calculan las fuerzas N en las barras empleando el método de
los nodos.

EZ MA =0 = P(4) +20(3) — Rey(4) = 0 == Rey = P + 15kN?
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Se muestran los resultados en la figura 3-7b.

\ 4

é Ml

A
4 _
Ry = 15kN m Ry = P + 15kN
A\ 4
(b)
Nodo C, figura 3-7c.
+TZFY=0=>—CB+RCY=0
CB
{ —CB+ (P+15) =0=.CB =P + 15kN (Compresion)
CA _ Q RCX == ZOkN
AN +TZFX=O:>CA—RCX=O:>CA—20=O
nrl ~ CA =20kN (C £o
Ry = P + 15kN o = (Compresion)
(€)

Nodo A, figura 3-7d.

+TZFY=0:>ABY—RAY=0:>ABsin0—15=0

B = 15—15=>'AB—25kN Tensié
=sno 35" = (Tension)

-I-TZFX:—AC-I-ABX:—ZO-I-ABCOSH

AC = 20kN

4
= —2o+25(—) —0 ok
5 RAY = 15kN

(d)
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Se observan los resultados en la figura 3-7e.

P

3m

4m =
Ry = 15kN Rqy = P + 15kN

(e)

Los datos requeridos se disponen tabularmente, tabla 3-5. Se establece

P = 0,debido a que en realidad no hay una carga real vertical aplicada en B sobre
la armadura.

Barra N L an/ap N.osustP=0  N(8N/aF)L
A-F 25 3 ] 25 1]
A-C -20 4 0 -20 0
C—B —(P +15) 3 -1 —15 45

Z: 45

Tabla 3-5

Teorema de Castigliano

Al reemplazar los valores necesarios en la expresion (til para evaluar el

desplazamiento, se obtiene
5 _ZN(6N> L 45
Ve~ oP)AE ~ AE

Dado que se obtuvo una magnitud positiva en el desplazamiento calculado, este
tiene el mismo sentido que el supuesto para P. Por lo tanto,

) —45l
vB = %
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CAPITULO 4
RESOLUCION DE ARCOS ISOSTATICOS
4.1 ARCOS PARABOLICOS

Ejercicio 4.1 El arco de tres articulaciones que se muestra en la figura 4-1a tiene
una forma parabdlica. El arco soporta una carga uniforme distribuida de 3T/m y
tiene las dimensiones indicadas, lo cual hace que sea simétrico. Demuestre que
toda la estructura esta sometida Unicamente a compresion axial.

3T/m
B
@
Figura 4-1
20m
A C
8m 8m
SOLUCION

Calculo de las reacciones en los soportes

Como todo arco triarticulado, el de este ejemplo es isostatico. Para calcular las
reacciones en los soportes, el arco se desmonta y luego se realiza un diagrama de
cuerpo libre de cada segmento, figura 4-1b. La articulacion se ubica en la clave, es
decir, en el punto B. Entonces, se aislan los segmentos A — By B — C. Obsérvese
que se tienen seis incognitas de reaccion (el sentido de cada una se supone
arbitrariamente), pero como se pueden aplicar las tres ecuaciones de la estatica a
cada segmento, hay seis ecuaciones de equilibrio disponibles. En los diagramas se
indican las resultantes de las cargas distribuidas y su punto de aplicacion de cada
una.
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Para determinar las reacciones By y By en la articulacion, tomamos momentos
alrededor de A en el segmento A — B y alrededor de C en el segmento B —C. Las
dos ecuaciones resultantes se resuelven simultdneamente.

Segmento A — B del arco:
E MA = 0= —Rpx(20) — Rgy(8) + 24(4) = 0 = —20Rzx — 8Rpy = =96 — — — (1)

Segmento B — C del arco:

3 MC=0= RBX(ZO) - RBY(8) - 24(4) =0= ZORBX - 8R3y =96 ——— (2)
A, = (3T/m)(8m) = 24T A, = (3T/m)(8m) = 24T
3T/m 3T/m
\ 2 Yy

Segmento A — B SegmentoB — C

(b)
<> 20m

Ray B fu Rey

Si se despeja Rgy de la ecuacion (1) se tiene

—96 + 20R 5
Rpy =_—83X= 12_§RBX_——(3)

Combinando las ecuaciones (3) y (2) resulta

5 96 + 8(12) 24
ZORBX_8(12__RBX) =96:RBX=— BX = —
2 5 5

20 +8(3)

Reemplazando el valor calculado de Rgzy en la expresion (3) da
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Rgy = 12 5<24)—0
BY — 2 5 -

Dado que se obtuvo una magnitud positiva para Rz, €l sentido de esta reaccion es
el mismo que se muestra en ambas porciones del arco; luego, note como en realidad
Rgy NO existe. A continuacién se determinan las reacciones en los soportes con base
en las ecuaciones de equilibrio de fuerzas.

Segmento A — B del arco:

24 24
+_)ZFX:0:>RAX_?:0:>"'RAX:?T_>

+TZFY:0:>RAY_24:0:>.'RAY:24T1

Segmento B — C del arco:

+TZFY:O:>RCY_24:0:>.'RCY:24T1

Se dibuja un diagrama del arco completo mostrando los resultados, figura 4-1c; las
reacciones de la articulacion se omiten por anularse entre si.

3T/m

V = (h k) = (8,20)

B
5 2
y = —Ex + 5x
(c) 7
k=20m
Rux = 24T
AX — & —
5 : A — (010) ;x C
24
Rey = ?T
1 r=8m 8m 1
Ruy = 24T Rey = 24T
X

343
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Ecuacién que define al arco parabdlico

Se ha elegido al punto A como el origen del sistema de coordenadas, sin embargo,
el lector debe estar consciente de que el origen bien pudo haberse seleccionado en
cualquier otro punto. Por consiguiente, el vértice V, ubicado en B, no esta en el
origen. La ecuacion de una parabola es

(x—h)?=—4p(y—k)——— (@)
Al sustituir h = 8 y k = 20 en la ecuacion (a) se tiene
(x —8)* = —4p(y — 20) — — — (b)
Si se despeja p de la ecuacioén (b) se llega a
(x —8)?
ECEFD R

Reemplazando las coordenadas del origen en la ecuacion (c¢) obtenemos

. (x=-8%*  (0-8)* 64 4
" 4(y—20) 4(0-20) 80 5

Al expandir la ecuacion (b), sustituir el valor calculado de p y despejar y da

4 4
x% —16x + 64 = —4py+80p=>x2—16x+64=—4(§)y+80<§>

16 16
x2—16x+64=—?y+64:>—?y=x2—16x

5 5
2 _ 2
y = 16(x 16x) = 16x + 5x (d)

La expresion (d) es la ecuacion que define al arco parabdlico de este ejemplo.

Funciones de la fuerza cortante, de la fuerza normal y del momento flector

Ya que se han calculado las reacciones en los soportes y se ha deducido la ecuacién
parabdlica del arco, es posible determinar las variaciones de las fuerzas normal N
y cortante V internas, y del momento flector M, en funcion de la posicion x
empleando el método de las secciones. La distribucion de la carga y la geometria
de la estructura no varian, asi que sélo se distingue un Unico segmento, el A — C,
por lo que se efectia nada mas un corte perpendicular al eje del arco para definir
las acciones internas a lo largo de él. La coordenada x con origen en A, es positiva
hacia la derecha y puede usarse para analizar en su totalidad a la regién
mencionada. En la figura 4-1d se proporciona un diagrama de cargas de la seccion
cortada. Los elementos mecanicos actuan en su direccion positiva. La fuerza
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resultante A; de la carga distribuida uniforme del corte y su punto de aplicacién x;
se determinan como de costumbre. Légicamente, la fuerza normal, que es tangente
a la curva parabolica en el punto de corte, es perpendicular a la fuerza cortante, y
esta Ultima a su vez, es perpendicular al eje del arco en tal punto considerado. Estas
dos dltimas fuerzas deben descomponerse de manera individual en sus
componentes rectangulares horizontal y vertical.

0<x<16m

A; = @BT/m)(x) = 3x
3T/m AN, = Nsinf

N

_9>NX = Ncos0

———
Vy = Vsinf

v
Vy = VcosO

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
I : 5
éi y=——x%+45x
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

16

R,y = 24T

(d)

La pendiente del segmento cortado en el punto del corte es igual a la derivada.

5
dy_d(_ExZ‘FSX)_S 5 40-5x co
dx dx B 8x_ 8 " ca

tanf =
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Siendo el cociente del cateto opuesto co entre el cateto adyacente ca la definicién
para la tangente de un determinado angulo 8, lo anterior puede ser acomodado en
un triangulo rectangulo como el de la figura 4-1e.

h = /25x2 — 400x + 1664 co = 40 — 5x

7]
ca=8

(€)

Se calcula la hipotenusa h a través del Teorema de Pitagoras.

h =+/(8)% + (40 — 5x)2 = \/25x2 — 400x + 1664

Ahora, ya es posible determinar los valores en funcién de x de sinf y cosé, los
cuales son utiles cuando se resuelven las fuerzas N y V en sus componentes.

] co 40 — 5x
sinf = — =
h  \25x2 — 400x + 1664
ca 8
cosf = —

h  \25x%Z —400x + 1664

Se aplican las ecuaciones de equilibrio en el cuerpo libre. Tomando momentos
respecto del punto del corte, se calcula el momento interno M.

+ZM te =0 = 24(x) 24( > 2+5> 3(x) M=0=>M=0

— = _— — — —_ —_) — = = =
D corte X 5 16X X X >
A partir del planteamiento de las ecuaciones de equilibrio para fuerzas en las
direcciones horizontal y vertical, se origina un sistema simultdneo de ecuaciones
qgue al resolverse proporciona los valores de las fuerzas normal N y cortante V
internas.

24 24
+—>ZFX=0=>?+NX+VX=O=>?+NCOSQ+VSL‘TIH=0

24

: 40 — 5x
v( )+v ( )=0---
5 ' \V25x? —400x + 1664/ \V25x? — 400x + 1664

+TZFY=0:>24—3x+Ny—Vy=O:>24—3x+Nsint9—Vcost9=0
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40 — 5x 8
24—3x+N< )=0———(II)

_ V(
V25x2 — 400x + 1664> V25x2 — 400x + 1664

Al despejar N de la ecuacion (I) obtenemos

40 — 5x 24
V257 —400x 1 1664) 5
N =— 5 ———3{1D
(\/25x2 — 400x + 1664)
Al combinar las ecuaciones (I1) y (III) resulta
( 40 — 5x ) 24
7 _ 5 40 -5
94 — 3y 4 | — —V25x2 — 400x + 1664 ( X )
( 8 ) V25x% — 400x + 1664
V25x2 — 400x + 1664

8
_v( ) ~0
V25x2 — 400x + 1664

Si efectuamos un cambio de variable, tenemos

co 24
24 — 3x + —% (%)—V(%

h

)=0-——(v)

Multiplicando la ecuacion (IV) por % da

(24—3x)(%)—<V(%)+%)(%)—V(%)2 =0———()

Multiplicamos la ecuacién (V) por h. Por consiguiente,

(24 — 3x)(ca) — (V (%) + %) (co) =V <(cz)2> =0———(VI)

Se expande y se factoriza la ecuacién (VI), por lo que

2 2
(24 —3x)(ca) =V <(CZ) > - %co -V <(CZ) ) =0

(co)? (ca)? 24
-V <T+ A > = co- (24 — 3x)(ca)
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No obstante,

24 24
?co — (24 — 3x)(ca) = ?(40 —5x)—(24—-3x)(8) =192 —24x — 192+ 24x =0

En consecuencia,

v ((co)2 (ca)? 0

)=0=>V=_<%+(C;}?2)=O

h+h

Si se reemplaza V = 0 en la ecuacion (I11) da

N = V25x%2 — 400x + 1664/ 5 _  3V25x% —400x + 1664

( - ) i
V25x2 — 400x + 1664

De acuerdo con los resultados obtenidos, se concluye que un arco de forma
parabdlica, con una rétula en la clave y dos apoyos articulados posicionados a la
misma altura, que se somete una carga vertical uniformemente distribuida de
manera horizontal que abarca una longitud igual a la distancia que hay entre apoyo
y apoyo, solo resistira fuerzas a compresion axial. Bajo estas condiciones, el arco
recibe el nombre de arco funicular, porque dentro de él no se generan fuerzas de
flexién ni fuerzas cortantes, ya que como se dedujo, tanto V como M son nulos a lo
largo de la estructura. Un arco de tres articulaciones, tal y como se menciond al
inicio, es estaticamente determinado, en consecuencia, no se ve afectado por
cambios de temperatura o en el asentamiento. Puede ser construido de concreto,
madera o metal. El lector puede dibujar facilmente el diagrama de carga axial
(cortante) de este ejemplo al evaluar la funcién de N en el intervalo 0 < x < 16m y
después graficar los datos.
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Ejercicio 4.2 Determine en primer lugar las fuerzas normal y cortante internas, asi
como el momento flexionante, en el punto especifico intermedio a la porcion € — D
gue la carga prescrita induce en al arco de tres articulaciones que se muestra en la
figura 4-2a. Después obtenga las expresiones algebraicas que describen la
variacion de la fuerza axial, de la fuerza cortante y del momento flector. Como dato
recordatorio, un KIP es igual a mil libras, es decir, 1kip = 10001b.

20kip

r . Lkip/ft
Y PP P P PP P PPN P PN PP P P P

Figura 4-2

SOLUCION
Célculo de las reacciones en los soportes

El arco triarticulado es isostatico. Como hay una rétula en el punto C, las seis
incégnitas de reaccion se pueden hallar separando las partes A — C y C — D cuyos
diagramas de cargas se muestran en la figura 4-2b.

20KE
Pay = (1kip/fr)(30f2) = 30kip 42 = (Lkip/f)(60f) = 60kip

Parte A—C

W

PP I P PP P Y PP

349

'JIP.’T‘:, 1kip/ft : ParteC —D

1
Ry, R
i
: |
I |
| . :
e 1
Y |
1' 1
i ! '
T T T T T T T T T T T T T T T T
D
i
e 60ft N
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Para calcular las reacciones en las articulaciones, tomamos momentos respecto de
A en la parte A — C y respecto de D en la parte C — D con base en los diagramas
anteriores.

Segmento A — C del arco:
3 MA = 0 = 20(48 — 30) + 30(48 — 15) — Rcx(16) — Ry (48) = 0

—Rcx(16) — Rcy(48) = —1350 = Ry + 3Rcy = 84.375 — — — (1)

Segmento C — D del arco:
3 MD = 0 = Rey(60) — Ry (25) + 60(30) = 0

Rcy(60) — Rcx(25) = —1800 = 12R.y — 5Rcx = —360 — — — (2)

Se resuelve el sistema simultaneo de ecuaciones (1) y (2). Despejando R;x de las
expresiones (1) y (2) respectivamente, obtenemos

RCX = 84‘375 - 3RCY - - — (3)

360 + 12Cy
RCX = —5 =72 + 2.4‘Rcy - - — (4)

Al igualar la ecuacion (3) con la ecuacion (4) resulta
84.375 — 3Rcy = 72 + 2.4Rcy = Roy(3 + 2.4) = =72 + 84.375 = Roy = 2.2917kip
Al sustituir el valor calculado de R,y en la ecuacion (4) se tiene
Rex = 72 + 2.4(2.2917) = 77.5kip

En consecuencia, los sentidos propuestos para ambas reacciones son correctos.
Ahora se determinan las reacciones en los apoyos articulados Ay D.

Segmento A — C del arco:

+- zFX =0=>Ryx —775=0> Ryx =77.5 kip —>

+1 Z FY =0= R4y —30—20+ 2.2917 = 0 =~ R,y = 47.7083 kip1
Segmento C — D del arco:
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+1 ZFY =0=—-2.2917 — 60 + Rpy = 0 == Rpy = 62.2917 kip1

En la figura 4-2c se muestra el diagrama del arco completo con los resultados
obtenidos.

16ft
Rux = 77.5ki
Fax T 1 0F

Ry = 4?.?03%;‘;;1
[

P
= ’l.zrby = 62.2917kip

(€)

Ecuacién que define al arco parabdlico
La ecuacién de una parabola es
(x—h)?=4p(y—-k)———(a)

Como observacion, la parte derecha de la ecuacion ya no esta afectada por un signo
negativo debido a que la parabola abre hacia abajo, que en este caso es la direccion
positiva. La expresion anterior se simplifica notoriamente debido a que esta vez se
ha optado porque el vértice se ubique en el origen de los ejes referenciales, justo
donde esta la clave C.

Al sustituir h = k = 0 en la ecuacion (a) y despejando y se tiene

1
(x—0)2=4p(y—0)=>x2=4py=>y=@x2_‘—(b)

Podemos hacer % = k debido a que se trata de una constante. Entonces, la

ecuacion (b) pasa a ser

y = ke = = = (©)
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Se despeja k de la ecuacion (¢). En consecuencia,

Si se reemplaza un punto cualquiera de la parabola en la ecuacion (d), se calcula
el valor numérico de k. Si se sabe que P = (x,y) = (a,b) = (60,25), entonces

y @25 1
~x2 (60)2 144

Si se sustituye el valor obtenido de k en la ecuacion (c¢), se obtiene la ecuacion
definitiva que define al arco parabdlico de este ejemplo.

1 2

Y= 122"

Fuerzas normal y cortante internas, y momento flexionante en un punto
especifico

Una vez obtenidas las reacciones en los soportes y la ecuacion del arco parabdlico,
es posible determinar las fuerzas normal y cortante internas, asi como las cargas
de momento en cualquier punto del arco siguiendo el método de las secciones.
Recuerde que la seccion se debe tomar perpendicular al eje del arco en el punto
considerado.

Una seccion del arco tomada a través del punto intermedio a la porcion € — D es
mostrada en la figura 4-2d; en ella, el sentido de cada accion interna se propone
arbitrariamente. Los valores especificos de x y y, y la pendiente del segmento en
ese punto son

1
— = —_— 2 = 2
x =30 ft y 144(30) 6.25 ft
1 5,

ay 4 (mz*") X 5 >
tang = &~ 2\14a” ) _x _ 2 0=t ‘1<—>=22.6199°

M= dx dx 72l msore | 12 a1z

x=30ft

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio en el diagrama de cargas se tiene

B Mcorte = 0 = 77.5(6.25) — 2.2917(30) — 30(15) — M = 0 = M = —34.376 kip. ft
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IR ZFX=O=> 77.5 = Vy — Ny = 0
Vy+ Ny = 77.5 = V(sen22.6199) + N(c0s22.6199) = 77.5 — — — (1)
+1 ZFYz 0= —22917 30—V, + Ny = 0

Ny —Vy = 32.2917 = N(sen22.6199) — V(c0s22.6199) = 32.2917 — — — (2)

Se le da solucién al sistema simultaneo de ecuaciones (1) y (2). Al despejar V de
manera respectiva en las expresiones (1) y (2) se tiene

, _ 775 = N(c0s22.6199)

sen22.6199 -—- G

- N(sen22.6199) — 32.2917

c0s22.6199 - ®

Combinando las ecuciones (3) y (4) obtenemos

77.5 — N(c0s22.6199) N(sen22.6199) — 32.2917

sen22.6199 0s22.6199 - ®
Multiplicando la ecuacion (5) por cos22.6199 se llega a
77.5c0s(22.6199) N(c0s?22.6199)
- = N(sen22.6199) — 32.2917 — — — (6)

sen22.6199 sen22.6199
Al simplificar la ecuacién (6) y despejar la incognita resulta

—(32.2917 + 186)

186 — 2.21538N = 0.384616N — 32.2917 = N = — 83.9585ki
—(2.21538 + 0.384616) p

Al emplear el valor calculado de N en la ecuacién (3) se determina el valor de V.
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. 77.5 — N(c0s22.6199) _ 77.5 — 83.9585(c0s22.6199) 0
- sen22.6199 - sen22.6199 ~

Observese como en realidad, en el punto especifico analizado, no hay fuerza
cortante; ademas, como se obtuvo una magnitud negativa para el momento flector,
este actla en sentido contrario al supuesto en el diagrama de cargas.

Funciones de la fuerza cortante, de la fuerza normal y del momento flector

Dado que la ecuacion parabdlica fue hecha estableciendo el vertice en el origen, las
coordenadas x a emplear deben tener su origen en ese punto. Siendo asi, la
coordenada x; con origen en C, es positiva hacia la derecha y es util para analizar
la parte C — D; por su cuenta, la coordenada x, con el mismo punto de origen, es
positiva hacia la izquierda y se emplea para analizar la parte € — A. En cuanto a los
cortes se refiere, se deben efectuar tres en total para definir las acciones internas a
lo largo de la estructura; para el segemento C — D sblo se necesita de un
seccionamiento, figura 4-2e, dado que la carga distribuida no varia, en cambio, para
el segemento C — A se requieren de dos seccionamientos, figuras 4-2g y 4-2h,
debido a que las funciones de los elementos mecanicos son discontinuas en B, ya
gue en ese punto hay aplicada una carga puntual de 20kip y la carga distribuida
sufre una discontinuidad.

Parte C — D.

0<x<60ft

A = (1kip/ft = Visx = Viging
p = (Lkip/ft)ixy) le ‘_13' 15 -

3 M corte = 0= —M —22917(x)+775(ix 2)—x (ﬁ)=0

M; = 0.038194x,% — 2.2917x,
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enx; =0,M; =0; enxy; = 30ft, M; = —34.376kip. ft;enx; = 60ft, M; =0
La pendiente del segmento en el punto del corte es

dy(l 2) X, Co
x2) =L =

tand = \1aa* ) 72" @

Con base en la figura 4-2f, se tiene

ca =72 h=+/(72)% + (x1)? = /5184 + 25x,2
4 ¢ 72

N _ x
573 co=x% c0S = —— senf = ————
? % 5184 + x,2 5184 + x,2
25 1 1
12

()

+- z FX = O = 775 + NlX - VlX - 0 = Nl(COSQ) - Vl(sene) = _775

72 X1 )
N (— )y (— )= 775 — (1)
' <\/5184+x12> 1<,/5184+x12

+7 Z FY =0 = —2.2917 —x; — V;y — N;y = 0 = V;(cos@) + N,(senf) = —2.2917 — x,

72 X1 ) ,
Vo —e )N [— )= 22917 —x; — — — (2)
1<w/5184+x12> 1<w/5184+x12 !

Se resuelve el sistema de ecuaciones (1) y (27). Al despejar N, de forma individual
en las expresiones (17) y (2°) se tiene

X1
v, <—> — 775
J5184 + x,2 1
N, = —v°18 ;2"1 > N, = —1.07639 |x;2 + 5184 Fomalh === (3)
<w/5184 n x12>

—2.2917 —x, — V, <L>

\/ 5184 x12
( X1 >
4/ 5184‘ + x12

2.2917(+/5184 + x;2
N1:_ ( 1)_\/5184+x12_1_2V1___(4,)
1

X1

N]_:
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Al Igualar las ecuaciones (3") y (4") y simplificar resulta

1 2.2917(\/5184 + X12 72
—1.07639/5184 + 1,2 + —x,Vy = — ( - )_ J5184 + x,2 — =,
1 1

1 72 2.2917
v, (ﬁxl n _) - (,/5184 n xlz) (— —1+ 1.07639)

X1 X1

x,2 + 5184 2.2917
v, <17T> = (/5184 + x,%) (— + 0.07639>
1

X1
1 2.2917
2
. (5184 +x,2)2(72x,) (~ ==+ 0.07639) 550008, — 165.002
1= 2 -
(5184 + x,)2 V5184 +x,°

Si se sustituye el valor obtenido de V; en la ecuacion (3) se obtiene

1 (5.50008x, — 165.002
N, = —1.07639./5184 + x,2 +

—-—X
727\ /5184 + x,2
0.07639x,% — 2.2917x,
N, = —1.07639,/5184 + x,2 +
/5184 + x,2

enx, =0,V; =—2.2917kip;en x; = 30ft,V; =0
enx; = 0,N; = —=77.5001kip;en x; = 30ft, N, = —83.9584
Parte C — A.
0 < x, < 30ft

F:ﬁ' = V:CDSE '4” = I{IJ.Ffzp,."fr]Il{x:]I =Xz

R,:x = ??.Sk]p
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Xy 1
B M corte =0 = M, + x, (?) —2.2917(x,) — 77.5 (mxzz) =0

M, = 0.038194x,2 + 2.2917x,

enx, =0,M, = 0;enx, = 30ft,M, = 103.126 kip. ft

+- ZFX = 0 = _NZX - VZX - 775 = 0 = _Nz(COSH) - VZ(SenQ) = 775

72 X )
N —E )y (—2 ) =775-——(1")
2<1/5184+x22) 2<,/5184+x22

+1 Z FY =0= —Nyy +Vop —x, + 2.2917 = 0 > —N,senb + V,cos60 — x, + 2.2917 =0

X2 72
Ny [ —— |+ V)| — | =x, — 22917 — — — (27)
? <w/5184 n x22> ? (,/5184 n x22> ?
Al resolver el sistema simultdneo de ecuaciones (1) y (2”") se obtiene

—(/5184 + x,2) (x,® — 2.2917 + 5580)

5184 + x,?2

_ —5.5(x; +30.0004) (/5184 + x,2)

5184 + x,2

N2:

V2

enx, =0,N, =—=77.5kip;en x, = 30ft, N, = —82.1955kip

enx, =0,V, = —2.2917 kip; en x, = 30ft,V, = —4.2308kip

30ft < x, < 48ft
1
B M corte = 0 = M35 + 20(x, — 30) + 30(x, — 15) — 2.2917(x,) — 77.5 (mxzz) =0

M; = 0.538194x,2 — 47.7083 x, + 1050

enx, = 30 ft,M; = 103.126 kip. ft;enx, = 48 ft,M; =0

+- Z FX=0= —N3yx — V35 — 77.5 = 0 > —N3(cos0) — V5(senf) = 77.5

72 Xy )
Ny [ ————— ) -V [ —2—) =775 -— - (1)
3<,/5184+x22> 3<,/5184+x22
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20Kip
Ay = (1kip/fei(30ft) = 30kip
1

| Lkip/ft

L |
VH' = Vj cosg W)

R,:x = ??.Sk!p

TR,:-,.- = 2.2917kip

F

M

F
[
tn

o

Woee W W

M

+7 ZFY =0=V;y — N3y —20—30+ 2.2917 = 0 = V3(cosf) — N;(senf) = 47.7083
V. ( 7z > N ( a )— 47.7083 2
\J/5184 + 5,2/  \/5184 + x,2 '

Al resolver el sistema simultdneo de ecuaciones (17") y (2°"") se obtiene

_ —47.7083(x, + 116.961)

° /5184 + x,2

_ 4293747 — 96875x,

V= 1250(,/5184 + 2,7 )

en x, = 30ft, N; = —89.8878kip; en x, = 48ft, N; = —90.9474kip

enx, = 30ft,V; = 14.2307kip; en x, = 48ft,V; = —3.29356kip
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4.2 ARCOS CIRCULARES

Ejercicio 4.3 Calcule las reacciones en los soportes y las funciones de las
acciones internas en el arco de forma circular mostrado en la figura 4-3a que soporta
una carga puntual P en B.

(a)
Figura 4-3
SOLUCION
Célculo de las reacciones en los soportes

El arco circular triarticulado es isostatico y ademas simétrico tanto con respecto a la
carga como a la geometria. Para evitar la soluciéon de un sistema simultaneo de
ecuaciones, se aplican las ecuaciones de equilibrio en la siguiente secuencia y se
van usando los resultados calculados previamente.

Arco completo:
P
Bz MA=0=P(r)— R (2r)=0=Ryy = ET

P P
+TZFY:O:RAY_P+E:0$..RAY:EI

Recuerde que el momento en la rétula B es nulo.

Segmento A — B del arco:

P P
DD MB =022 = Rux(r) = 0 0 Ry = 5 —
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Arco completo:

P P
+_)ZFX:0:>E—RCX:0:>-°-RCX:E<—

Funciones de la fuerza cortante, de la fuerza normal y del momento flector

En la figura 4-3b se presentan esqueméaticamente los resultados obtenidos.

P
0 o Rey = —
CQ cX 2 >
x + ff‘ "
S
r P
RCY:E

(b)

El centro de la circunferencia se elige en el origen O de los ejes globales x, y, los
cuales se muestran en la figura en su direccién positiva. Obsérvese como a los
puntos A, B y C les corresponden, de forma respectiva, los angulos de 180°,90° y
0°. Las funciones de las acciones internas son discontinuas en el punto B debido a
gue justo ahi se encuentra aplicada una carga P. Entonces, la estructura debe
seccionarse en dos ocasiones, una en el tramo A — B y otra en el tramo B — C. Se
utilizara una sola coordenada x cuyo origen estd en 0 y que es positiva hacia
adelante y negativa hacia atras. Al emplear el método de las secciones se tiene

Parte B — C. Se secciona el arco en un punto arbitrario (intermedio en el segmento
B — () a una distancia horizontal x del origen 0, figura 4-3c.
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0°< 8 <90°

Con base en la figura anterior, del triangulo rectangulo inscrito en el cuarto de
circunferencia derecho se deduce

. Y : x
sinf ===y =rsinf cos@ =—=x =rcosf
r r

Note como en el diagrama anterior aparacen las fuerzas normal y cortante internas,
y el momento flector, tanto de la cara izquierda como de la cara derecha del
elemento cortado.

VlXizq = Vlizq (cos6)

<= =
I .
< &M: Vivizg = Viizq(sin)
N
o ¥

1
ho s
'NlYile = Nlizq (COSG)

1
1
1

................ T

x = rcosf

(d)
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En la figura 4-3d se representa el diagrama de cuerpo libre correspondiente a la
porcién izquierda.

Ahora veamos las implicaciones del equilibrio estatico del cuerpo libre. Tomando
momentos alrededor del punto del corte, se determina el momento interno M.

P _ P
EZMcorte =0 =>—E(}’)+E(T+x)—P(x)—M1izq =0

P P P
-3 (rsinf) + 3 (r + rcos@) — P(rcosf) — Myjq = 0= Myj5q = Er(l — sinf — cos@)

Las fuerzas normal N,;,, y cortante Vy;,, internas se obtienen de resolver el sistema
simultdneo de ecuaciones que se origina al establecer el equilibrio para fuerzas en
las direcciones horizontal y vertical.

P
+TZFY=Oﬁi—P—Vwizq_NlYizq=0

P
ol P —V4izq(SinB) — Nyjzq(cos8) = 0 = Vy;,4(sinb) + Nyjpq(cosf) = — 5 — — — (1D

P
+- ZFX =0=> 57 Vixizg + Nixizg = 0

P P
5~ V1izq(€080) + Nyjzq(sin@) = 0 = —Vy;,4(cos0) + Nyj,q(sind) = —7 T~ (2)

Al despejar Vy;,, de forma individual en las ecuaciones (1) y (2) se tiene

P P .
S, _TZ- Nijzq(cos) - v _Z + Niizq(sind) A
lizq = siné lizq — cosf )
Al Igualar las ecuaciones (3) y (4) y simplificar resulta
P P . P P
—5 = Nyjzq(cos0) 7 + Nijzq(sind) o 7 Nyizq(cos8) 7 N Nyizq(sin8)
sin6 cosb sin6 sinf cost cosb
N (cos@ 4 sine) _ P( 1 N 1 >
124\ sin® " cos®) 2 \sinf cosO
sin%0 + cos?0 P <cos€ + sinH) N (D) P (cos@ + sinB) (sinBos6)
. S ey E— i [
lizq sinfcosf 2\ sinfBcosO lizq 2\ sinfcosg ) V%8

P
Nyizg = o) (—sinB — cosh)
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Al reemplazar el valor obtenido de N,;,, en la ecuacion (4) se obtiene

g + g (—sinf — cosO)(sinB) p
Viizg = cos6 "2

1 sin’@  cosOsind
cosf cosf cos@

-2 (= (1-sin’0 Osind) =2 1( 20 fsing) —P( 6 — sind)
—2 c0s0 sin cososin —2 c0sO coS cosusin —2 coS sin

Si se quiere evitar la solucién simultdnea de ecuaciones, el equilibrio de fuerzas
puede ser efectuado en las direcciones que coinciden con las lineas de accion de
las fuerzas V,;,4 Y Nyizq. D€ ser asi, reacciones R,y y R4y Y la carga P tendrian que
resolverse en sus componentes rectangulares para tales direcciones. Por otra parte,

cabe mencionar que las acciones internas se pudieron haber calculado analizando
la porcion derecha del seccionamiento.

Parte A — B. Se secciona el arco en un punto arbitrario (intermedio en el segmento
A — B) a una distancia horizontal —x del origen 0, figura 4-3e.

90° < 8 <180°

r—(—x)=r+x

(e)

En la figura 4-3f se representa el diagrama de cuerpo libre correspondiente a la
porcidn izquierda y se aplican las ecuaciones de equilibrio en él.
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P P
B Mcorte =0 =>E(T+X)—E()’)—M2izq =0

P P P
3 (r + rcosf) — o) (rsin@) — Myizq = 0 = My;,0 = Er(cos@ + 1 —sinf)

VZXLZq - VZqu (Sln(9 - 900))

—— NZYqu Nzlzq(SlTl(Q - 900))
\S
Y o
RS

r+x=r+rcos6

(f)

P
+_)ZFX =0 :>E+V2Xi2q +N2Xizq =0

P
3 + Vaizqlsin(@ — 90°)] + Ny;zq[cos(6 —90°)] = 0

Si se tienen las siguientes identidades trigonométricas
sin(a — b) = sinacosb — cosasinb
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
Entonces,
sin(6 — 90°) = sin 6 cos90° — cosOsin90°

cos(8 — 90°) = cos 6 cos90° + sinfsin90°
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Puesto que
sin90° =1 c0s90° =0
Se llega a
sin(@ — 90°) = (sin8)(0) — (cosO)(1) = —cosO
cos(8 —90°) = (cos0)(0) + (sinB)(1) = sinb

En consecuencia,

P
5~ V2izq(€050) + Nyizq(sind) = 0 — — — (1)

p
+TZFY =0 :E_VZYizq + Nayizq =0

P
5~ Vaizglcos(@ — 90°)] + Ny;zq[sin(6 — 90°)] = 0

P
5~ Vaizq(sin@) — Nyizq(cosf) = 0 — — — (27)

Se resuelve el sistema simultaneo de ecuaciones (1) y (2). El despeje de V5;,, en
las ecuaciones mencionadas conlleva a

P . P
-2 Nzizq(SlnH) , 2 Nzizq(cosg) ,
Vzizq = —cosO - = (3 ) Vzizq = sinf - (4 )
Al Igualar las ecuaciones (3) y (4") y simplificar resulta
P . P P P
—7 = Naizq(sind) _ 7~ Naigg (cosb) L7 . Naizq(sin®) 7 Naizg(cost)
—cosf siné cos6 cos6 sinf sind
N (cos@_l_sine) _P( 1 1 )
220\ 5ing " cos®) ~ 2 \sinB cosO
sin®6 + cos*0\ P <cos€ - sin@) SN, (1) = P (cos@ - sin@) (sinBost)
2izq sinfcos6O ~ 2\ sinfcosh 2120\ = T\ Tginbcosg ) 08

P
Nyjzq = E(—sine + cos0)
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Al reemplazar el valor obtenido de N,;,, en la ecuacion (4) se obtiene

P

P ,
yo_Z72 (=sinf + cosf)(cosd) p( 1 cos’d N cos@sinf
2za = sin@ ~ 2\sinf  sinb sin@
L 1(1 20 + 9'9)—P 1('2¢9+ 9'9)—P( 6 + sind)
=5\ cos*0 + cosBsind) | = | — = (sin°0 + cosfsinf) | = 7 (cos6 + sin

A continuacion, en la tabla 4-1 se muestran los resultados que se obtienen al evaluar
en ciertos angulos las funciones de las acciones internas. Luego, el lector puede
graficar los resultados obtenidos y asi obtener facilmente los diagramas de fuerza
cortante, fuerza normal y momento flector del arco.
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0 M |4 N

grados ton.m ton ton
0 0 0.5P -0.5P
30 —0.18Pr 0.18P —0.69P
45 —0.20Pr 0 —0.70P
60 —0.18Pr | —0.18P —0.69P
90 0 +0.5P —0.5P
120 —0.18Pr 0.18P —0.69P
135 —0.20Pr 0 —0.70P
150 —0.18Pr | —0.18P —0.69P
180 0 —0.5P —0.5P

Tabla 4-1
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ste libro se ha escrito con la finalidad de con-
tribuir en el apoyo a profesores, estudiantes y to- &

4

-
<4

dos los interesados en general en la enseflanza y

el aprendizaje de las estructuras isostaticas, las
cuales en conjunto representan un apartado trascendental
en la disciplina denominada andlisis estructural. Esta ultima
constituye uno de los pilares mas importantes de la carrera
de Ingenieria Civil y de otras como Ingenieria Mecanica,
Ingenieria Aerondutica y Arquitectura.

Las estructuras isostaticas, también llamadas estaticamente
determinadas, son aquellas que se pueden analizar emple-
ando solamente las ecuaciones de equilibrio de la estatica
y en las que la supresion de cualquiera de sus ligaduras
conduce al colapso, o sea, se pueden determinar las fuer-
zas cortantes y normales, y los momentos flexionantes y
torsionantes, con base en condiciones de equilibrio uni-
camente. La obra se divide en cuatro capitulos y cada uno
de ellos se enfoca a un solo tipo de estructura.

El énfasis de este libro es resolver, de manera minuciosa
y clara, una gran variedad de ejercicios sobre estructu-
ras isostaticas. Especificamente, en este texto se anali-

zan cuatro tipos de estructuras: vigas, marcos rigidos,

armaduras y arcos. Las cargas que se tratan son lo mas
variadas posibles, desde las mas comunes como
puntuales, uniformes distribuidas, triangulares,
trapezoidales y momentos de par, hasta las
mas atipicas como las distribuidas irregu-

larmente, parabdlicas, trigonométricas,
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enjutas elipticas, polinémicas,

radicales, exponenciales, entre otras. [ ) .
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